
Algebra Solution

Chapter 1. Module.

习习习题题题 1.1.

设𝑋是模𝑀的子集. 证明𝑋所生成的子模

⟨𝑋⟩ =
⋂︁
𝑆∈ℱ

𝑆.

其中

ℱ = {𝑆是𝑀的子模 : 𝑋 ⊆ 𝑆}.

Proof. 1) 由例1.11.(7)知，
⋂︀
𝑆∈ℱ

𝑆是𝑀的子模.

2) 由于𝑅是含幺交换环，因此𝑋 ⊆ ⟨𝑋⟩ ⊆𝑀，从而⟨𝑋⟩ ∈ ℱ，故⋂︁
𝑆∈ℱ

𝑆 ⊆ ⟨𝑋⟩.

3) ⟨𝑋⟩ ⊆
⋂︀
𝑆∈ℱ

𝑆.

否则，⟨𝑋⟩ −
⋂︀
𝑆∈ℱ

𝑆 ̸= ∅. 从而，存在

𝑥1, · · · , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋, 𝑟1, · · · , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅

使得
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑥𝑖 ∈ ⟨𝑋⟩ −
⋂︁
𝑆∈ℱ

𝑆.

但

𝑥1, · · · , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 ⊆
⋂︁
𝑆∈ℱ

𝑆, 𝑟1, · · · , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅.

由(1)知，
⋂︀
𝑆∈ℱ

𝑆是𝑅-模，故

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑥𝑖 ∈
⋂︁
𝑆∈ℱ

𝑆.

矛盾.

综合(2)(3)知

⟨𝑋⟩ =
⋂︁
𝑆∈ℱ

𝑆.
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习习习题题题 1.2.

设𝑅是交换环，𝐽是𝑅的理想. 对于𝑅-模𝑀，证明𝑀/𝐽𝑀在数乘

(𝑟 + 𝐽)(𝑚+ 𝐽𝑀) = 𝑟𝑚+ 𝐽𝑀, ∀𝑟 + 𝐽 ∈ 𝑅/𝐽, ∀𝑚+ 𝐽𝑀 ∈𝑀/𝐽𝑀

下是𝑅/𝐽-模. 由此推出：

1) 如果𝐽𝑀 = {0}，则𝑀自身是𝑅/𝐽-模；

2) 特别地，如果𝐽是𝑅的极大理想且𝐽𝑀 = {0}，则𝑀是𝑅/𝐽上的线性空间.

Proof. 1) 由例1.11.(5)知

𝐽𝑀 =
{︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑚𝑖 : 𝑟𝑖 ∈ 𝐽, 𝑚𝑖 ∈𝑀, 𝑛 ∈ N
}︁

是𝑀的子模，从而是𝑅-模，于是𝑀/𝐽𝑀也是𝑅-模.

2) 数乘的合理性.

由于𝐽是𝑅的理想，因此𝑅/𝐽也是含幺交换环. ∀𝑟1+𝐽 = 𝑟2+𝐽 ∈ 𝑅/𝐽，∀𝑚1+𝐽𝑀 = 𝑚2+𝐽𝑀 ∈𝑀/𝐽𝑀

𝑟1𝑚1 − 𝑟2𝑚2 = (𝑟1𝑚1 − 𝑟2𝑚1) + (𝑟2𝑚1 − 𝑟2𝑚2)

= (𝑟1 − 𝑟2)𝑚1 + 𝑟2(𝑚1 −𝑚2).

由于𝑟1 − 𝑟2 ∈ 𝐽，𝑚1 ∈ 𝑀，因此(𝑟1 − 𝑟2)𝑚1 ∈ 𝐽𝑀；由于(𝑚1 −𝑚2) ∈ 𝐽𝑀，𝑟2 ∈ 𝑅，而𝐽𝑀是𝑅-模，因

此𝑟2(𝑚1 −𝑚2) ∈ 𝐽𝑀 . 故(𝑟1𝑚1 − 𝑟2𝑚2) ∈ 𝐽𝑀. 于是

(𝑟1 + 𝐽)(𝑚1 + 𝐽𝑀) = 𝑟1𝑚1 + 𝐽𝑀 = 𝑟2𝑚2 + 𝐽𝑀 = (𝑟2 + 𝐽)(𝑚2 + 𝐽𝑀).

即数乘的定义是合理的. 容易验证，𝑀/𝐽𝑀在上述数乘的定义下是一个𝑅/𝐽- 模.

3) 若𝐽𝑀 = {0}，则𝑀/𝐽𝑀 ∼= 𝑀，从而𝑀本身构成一个𝑅/𝐽模；若𝐽还是𝑅的极大理想，则𝑅/𝐽是一个

域，从而𝑀是域𝑅/𝐽上的线性空间.

习习习题题题 1.3.

对于𝑅-模𝑀，证明

𝜙𝑀 : Hom𝑅(𝑅,𝑀) −→𝑀, 𝑓 ↦→ 𝑓(1)

是𝑅-同构.

Proof. 1) 由命题1.8知，Hom𝑅(𝑅,𝑀)是𝑅-模.

2) 𝜙𝑀是单射.

∀𝑓, 𝑔 ∈ Hom𝑅(𝑅,𝑀)，若

𝑓(1) = 𝜙𝑀 (𝑓) = 𝜙𝑀 (𝑔) = 𝑔(1).

那么，∀𝑟 ∈ 𝑅，由于𝑓, 𝑔是𝑅-同态，因此

𝑓(𝑟) = 𝑟 · 𝑓(1) = 𝑟 · 𝑔(1) = 𝑔(𝑟).

从而，𝑓 ≡ 𝑔. 故𝜙𝑀是单射.
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3) 𝜙𝑀是满射.

∀𝑚 ∈𝑀，令

𝑓𝑚 : 𝑅 −→𝑀, 𝑟 ↦→ 𝑟𝑚.

容易验证，𝑓𝑚 ∈ Hom𝑅(𝑅,𝑀)且

𝜙𝑀 (𝑓𝑚) = 𝑓𝑚(1) = 1 ·𝑚 = 𝑚.

于是，𝜙−1
𝑀 (𝑚) = 𝑓𝑚，从而，𝜙𝑀是满射.

4) 𝜙𝑀是𝑅-同态.

∀𝑟.𝑠 ∈ 𝑅，∀𝑓, 𝑔 ∈ Hom𝑅(𝑅,𝑀)

𝜙𝑀 (𝑟 · 𝑓 + 𝑠 · 𝑔) = (𝑟 · 𝑓 + 𝑠 · 𝑔)(1)

= (𝑟 · 𝑓)(1) + (𝑠 · 𝑔)(1)

= 𝑟 ·
(︀
𝑓(1)

)︀
+ 𝑠 ·

(︀
𝑔(1)

)︀
= 𝑟 · 𝜙𝑀 (𝑓) + 𝑠 · 𝜙𝑀 (𝑔).

综合(1)(2)(3)知，𝜙𝑀是𝑅-同构.

习习习题题题 1.4.

设𝑅为整环，𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]是次数为𝑛的首一多项式. 证明𝑅[𝑥]/
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
是秩为𝑛的自由𝑅-模.

Proof. 𝑅是整环，𝑓(𝑥)是𝑅[𝑥]中的首一多项式，可做带余除法：∀𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]，存在𝑞(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]使得

𝑔(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑟(𝑥).

其中，𝑟(𝑥) ≡ 0或deg
(︀
𝑟(𝑥)

)︀
< 𝑛. 注意到

𝑔(𝑥) − 𝑟(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑓(𝑥) ∈
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
.

因此

𝑔(𝑥) +
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
= 𝑟(𝑥) +

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
.

从而

𝑅[𝑥]/
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
=
{︀
𝑟𝑛−1𝑥

𝑛−1 + · · · + 𝑟1𝑥+ 𝑟0 +
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
: 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1

}︀
.

令

𝑆 =
{︀

1, 𝑥, · · · , 𝑥𝑛−1
}︀

=
{︀

1 +
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
, 𝑥+

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
, · · · , 𝑥𝑛+1 +

(︀
𝑓(𝑥)

)︀}︀
.

则𝑆是𝑅[𝑥]/
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
的一组基，即

𝑅[𝑥]/
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
= ⟨𝑆⟩.

故𝑅[𝑥]/
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
是秩为𝑛的自由模.

Remark. 整环的条件可以去掉.

Proof. 令𝑥 := 𝑥+
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
，则𝑅[𝑥] ∼= 𝑅[𝑥]/

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
. 显然

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) +
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
= 0.

故𝑥在𝑅上整. 由命题2.43.(2)的证明知，𝑅[𝑥]由{1, 𝑥, · · · , 𝑥𝑛−1}生成.
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若存在𝑏0, · · · , 𝑏𝑛−1 ∈ 𝑅使得

𝑏𝑛−1𝑥
𝑛−1 + · · · + 𝑏1𝑥+ 𝑏0 · 1 = 0.

那么

𝑏𝑛−1𝑥
𝑛−1 + · · · + 𝑏1𝑥+ 𝑏0 +

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
= 0.

故

𝑔(𝑥) := 𝑏𝑛−1𝑥
𝑛−1 + · · · + 𝑏1𝑥+ 𝑏0 ∈

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
.

但

deg
(︀
𝑔(𝑥)

)︀
≤ 𝑛− 1 < 𝑛 = deg

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
.

故𝑔(𝑥) ≡ 0. 从而，𝑏0 = · · · = 𝑏𝑛−1 = 0. 因此

{1, 𝑥, · · · , 𝑥𝑛−1}

是𝑅[𝑥]的一组基. 从而，𝑅[𝑥] ∼= 𝑅[𝑥]/
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
是秩为𝑛的自由𝑅-模.

习习习题题题 1.5.

设

𝐴
𝑓−→ 𝐵

𝑔−→ 𝐶

是模同态序列. 证明：

𝑔𝑓 = 0 ⇐⇒ im𝑓 ⊆ ker 𝑔.

给出一个非正合这样的序列的例子.

Proof. 𝑔 ∘ 𝑓 = 0 ⇐⇒
𝑔
(︀
𝑓(𝑎)

)︀
= (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) = 0, ∀𝑎 ∈ 𝐴.

⇐⇒ im𝑓 ⊆ ker 𝑔.

例子：设Q,R为Z-模，则

Q 𝑖−→ R −→ 0

满足要求.

习习习题题题 1.6.

设

0 −→ 𝐴
𝑓−→ 𝐵

𝑔−→ 𝐶 −→ 0

是模同态的短正合列. 若𝑀为任意模，证明存在正合序列

0 −→ 𝐴⊕𝑀 � 𝐵 ⊕𝑀 � 𝐶 −→ 0

及

0 −→ 𝐴� 𝐵 ⊕𝑀 � 𝐶 ⊕𝑀 −→ 0.

Proof. 1) 令𝑓1 : 𝐴⊕𝑀 −→ 𝐵 ⊕𝑀

𝑓1(𝑎+𝑚) = 𝑓(𝑎) +𝑚, ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑚 ∈𝑀.
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容易验证，𝑓1是模同态. 若

𝑓(𝑎1) +𝑚1 = 𝑓1(𝑎1 +𝑚1) = 𝑓1(𝑎2 +𝑚2) = 𝑓(𝑎2) +𝑚2,

则

𝑓(𝑎1 − 𝑎2) + (𝑚1 −𝑚2) = 0.

由于零的表示是唯一的，且𝑓是单射，因此

𝑚1 = 𝑚2, 𝑎1 = 𝑎2.

从而，𝑓1是单射.

令𝑔1 : 𝐵 ⊕𝑀 −→ 𝐶

𝑔1(𝑏+𝑚) = 𝑔(𝑏), ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑚 ∈𝑀.

容易验证，𝑔1是模同态，且为满射. 若

𝑔1(𝑏+𝑚) = 𝑔(𝑏) = 0,

则

𝑏 ∈ ker 𝑔 = im𝑓 ⊆ 𝐵.

从而

ker 𝑔1 = ker 𝑔 ⊕𝑀 = im𝑓 ⊕𝑀 = im𝑓1.

于是

0 −→ 𝐴⊕𝑀
𝑓1−→ 𝐵 ⊕𝑀

𝑔1−→ 𝐶 −→ 0

正合.

2) 令𝑓2 : 𝐴 −→ 𝐵 ⊕𝑀

𝑓2(𝑎) = 𝑓(𝑎), ∀𝑎 ∈ 𝐴.

容易验证，𝑓2是模同态，且为单射.

令𝑔2 : 𝐵 ⊕𝑀 −→ 𝐶 ⊕𝑀

𝑔2(𝑏+𝑚) = 𝑔(𝑏) +𝑚, ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑚 ∈𝑀.

容易验证，𝑔2是模同态，且为满射. 若

𝑔2(𝑏+𝑚) = 𝑔(𝑏) +𝑚 = 0,

则由于零的表示唯一，因此，𝑚 = 0，且

𝑏 ∈ ker 𝑔 = im𝑓 = im𝑓2.

故

ker 𝑔2 = ker 𝑔 = im𝑓 = im𝑓2.

于是

0 −→ 𝐴
𝑓2−→ 𝐵 ⊕𝑀

𝑔2−→ 𝐶 ⊕𝑀 −→ 0

正合.
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习习习题题题 1.7.

设𝑉𝑖，0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛是有限维𝑘-线性空间

0 −→ 𝑉0
𝑓0−→ 𝑉1 −→ · · ·𝑉𝑛−1

𝑓𝑛−1−−−→ 𝑉𝑛
𝑓𝑛−→ 0

是𝑘-线性空间正合列. 证明：
𝑛∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 dim𝑘 𝑉𝑖 = 0.

Proof. 注意到

𝑉𝑖/ ker 𝑓𝑖 ∼= im𝑓𝑖 = ker 𝑓𝑖+1, 𝑖 = 0, 1, · · · , 𝑛− 1.

由有限维线性空间的维数公式知

dim𝑘 𝑉𝑖 = dim𝑘 ker 𝑓𝑖 + dim𝑘 ker 𝑓𝑖+1, 𝑖 = 0, 1, · · · , 𝑛− 1.

从而

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 dim𝑘 𝑉𝑖 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 dim𝑘 ker 𝑓𝑖 +

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 dim𝑘 ker 𝑓𝑖+1

=(−1)0 dim𝑘 ker 𝑓0 +

𝑛−2∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖+1 dim𝑘 ker 𝑓𝑖+1+

𝑛−2∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 dim𝑘 ker 𝑓𝑖+1 + (−1)𝑛−1 dim𝑘 ker 𝑓𝑛

=0 −
𝑛−2∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 dim𝑘 ker 𝑓𝑖+1 +

𝑛−2∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 dim𝑘 ker 𝑓𝑖+1 + (−1)𝑛−1 dim𝑘 𝑉𝑛

=(−1)𝑛−1 dim𝑉𝑛.

故

𝑛∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 dim𝑘 𝑉𝑖 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 dim𝑘 𝑉𝑖 + (−1)𝑛 dim𝑘 𝑉𝑛

=(−1)𝑛−1 dim𝑉𝑛 + (−1)𝑛 dim𝑘 𝑉𝑛

=0.

Remark. 对于任意一个正合列

𝑀 ′ 𝑓−→𝑀
𝑔−→𝑀 ′′.

总有分解

0 −→ ker 𝑓 −→𝑀 ′ −→ im𝑓 −→ 0.

0 −→ ker 𝑔 −→𝑀 −→ im𝑔 −→ 0.

im𝑓 = ker 𝑔.

可以利用这一点来解决此命题.

6



Algebra Solution

习习习题题题 1.8.

设𝑓 : 𝑀 −→ 𝑁是模同态. 证明：

1) 𝑓为满同态⇐⇒ coker𝑓 = {0}；
2)

0 −→ ker 𝑓
𝑖−→𝑀

𝑓−→ 𝑁
𝜋−→ coker𝑓 −→ 0

正合.

Proof. 1) 𝑓为满同态⇐⇒ im𝑓 = 𝑁 ⇐⇒ coker𝑓 = 𝑁/im𝑓 = 𝑁/𝑁 = {0}.

2) 由于im𝑖 = ker 𝑓，因此𝑀处正合. 由于ker𝜋 = im𝑓，因此𝑁处正合.

习习习题题题 1.9.

若

𝐴
𝑓−→ 𝐵

𝑔−→ 𝐶
ℎ−→ 𝐷

为正合列. 证明：𝑓为满射当且仅当ℎ为单射.

Proof.

𝑓为满射⇐⇒ ker 𝑔 = im𝑓 = 𝐵 ⇐⇒ kerℎ = im𝑔 = 𝑔(𝐵) = 𝑔
(︀
𝑓(𝐴)

)︀
= {0}.

习习习题题题 1.10.

证明：短正合列

0 −→ 𝐴
𝑖−→ 𝐵

𝑝−→ 𝐶 −→ 0

分裂当且仅当存在同态𝑞 : 𝐵 −→ 𝐴，使得𝑞𝑖 = 1𝐴.

Proof. =⇒) 若上述正合列分裂，则存在同态𝑗 : 𝐶 −→ 𝐵 使得𝑝 ∘ 𝑗 = id𝐶 . 并且，𝑗 : 𝐶 −→ 𝐵是单同态.

我们证明：

𝐵 = im𝑖⊕ im𝑗.

∀𝑏 ∈ 𝐵

𝑏 =
(︀
𝑏− 𝑗𝑝(𝑏)

)︀
+ 𝑗𝑝(𝑏).

显然，𝑗𝑝(𝑏) ∈ im𝑗. 由于

𝑝
(︀
𝑏− 𝑗𝑝(𝑏)

)︀
= 0.

故

𝑏− 𝑗𝑝(𝑏) ∈ ker 𝑝 = im𝑖.

于是

𝐵 = im𝑖+ im𝑗.

∀𝑥 ∈ im𝑖 ∩ im𝑗，存在𝑎 ∈ 𝐴与𝑐 ∈ 𝐶使得

𝑖(𝑎) = 𝑥 = 𝑗(𝑐).

7
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于是

𝑐 = 𝑝𝑗(𝑐) = 𝑝(𝑥) = 𝑝𝑖(𝑎) = 0.

故

𝑥 = 𝑗(𝑐) = 0.

于是

im𝑖 ∩ im𝑗 = {0}.

注意到，𝑖 : 𝐴 −→ 𝐵，𝑗 : 𝐶 −→ 𝐵都是单射. 因此

𝐴 ∼= im𝑖, 𝐶 ∼= im𝑗.

从而

𝐵 ∼= 𝐴⊕ 𝐶.

令𝑞 : 𝐵 −→ 𝐴

𝑖(𝑎) + 𝑗(𝑐) ↦−→ 𝑎.

那么

𝑞 ∘ 𝑖 = 1𝐴.

⇐=) 若存在同态𝑞 : 𝐵 −→ 𝐴，使得𝑞 ∘ 𝑖 = 1𝐴，则𝑞为满同态.

我们证明：

𝐵 = ker 𝑞 ⊕ ker 𝑝.

∀𝑏 ∈ 𝐵

𝑏 =
(︀
𝑏− 𝑖𝑞(𝑏)

)︀
+ 𝑖𝑞(𝑏).

由于

𝑞
(︀
𝑏− 𝑖𝑞(𝑏)

)︀
= 0, 𝑝𝑖𝑞(𝑏) = 0.

故

𝑏− 𝑖𝑞(𝑏) ∈ ker 𝑞, 𝑖𝑞(𝑏) ∈ ker 𝑝.

于是

𝐵 = ker 𝑞 + ker 𝑝.

∀𝑥 ∈ ker 𝑞 ∩ ker 𝑝 = ker 𝑞 ∩ im𝑖，存在𝑎 ∈ 𝐴 使得𝑥 = 𝑖(𝑎). 此时

𝑎 = 𝑞𝑖(𝑎) = 𝑞(𝑥) = 0.

故

𝑥 = 𝑖(𝑎) = 0.

于是

ker 𝑞 ∩ ker 𝑝 = {0}.

因此

𝐵 ∼= ker 𝑞 ⊕ ker 𝑝.

∀𝑐 ∈ 𝐶，存在𝑏 ∈ 𝐵使得𝑐 = 𝑝(𝑏). 令𝑗 : 𝐶 −→ 𝐵

𝑐 ↦−→ 𝑏− 𝑖𝑞(𝑏).

8
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那么

𝑝𝑗(𝑐) = 𝑝
(︀
𝑏− 𝑖𝑞(𝑏)

)︀
= 𝑝(𝑏) = 𝑐.

故

𝑝 ∘ 𝑗 = 1𝐶 .

特别地，此时也有

𝐵 ∼= 𝐴⊕ 𝐶.

Remark. 1) 对于短正合列

0 −→ 𝐴
𝑖−→ 𝐵

𝑝−→ 𝐶 −→ 0

存在𝑞使得𝑞 ∘ 𝑖 = id𝐴 ⇐⇒存在𝑗使得𝑝 ∘ 𝑗 = id𝐶 .

注意，尽管

存在𝑞使得𝑞 ∘ 𝑖 = id𝐴 =⇒ 𝐵 ∼= 𝐴⊕ 𝐶, 存在𝑗使得𝑝 ∘ 𝑗 = id𝐶 =⇒ 𝐵 ∼= 𝐴⊕ 𝐶.

但

𝐵 ∼= 𝐴⊕ 𝐶 ;存在𝑞使得𝑞 ∘ 𝑖 = id𝐴, 𝐵 ∼= 𝐴⊕ 𝐶 ;存在𝑗使得𝑝 ∘ 𝑗 = id𝐶 .

反例如下：

设循环群𝐴 = (𝑎)，𝐵 = (𝑏)的阶分别是二和四. 令𝑖 : 𝐴 −→ 𝐵

𝑎 ↦−→ 2𝑏.

令𝑝 : 𝐵 −→ 𝐴

𝑏 ↦−→ 𝑎.

则有Z-模正合列

0 −→ 𝐴
𝑖−→ 𝐵

𝑝−→ 𝐴 −→ 0.

由于𝐵 � 𝐴⊕𝐴，因此，上述正合列不分裂.

∀𝑀 ∈ 𝒵-mod，总有正合列

0 −→ 𝐴
𝑖⊕0−−→ 𝐵 ⊕𝑀

𝑝⊕id𝑀−−−−→ 𝐴⊕𝑀 −→ 0.

显然，它也不分裂. 特别地，取

𝑀 = (𝐴⊕𝐵) ⊕ (𝐴⊕𝐵) ⊕ · · · .

则

𝐴⊕𝑀 ∼= 𝑀 ∼= 𝐵 ⊕𝑀.

此时，上述正合列的中间项为两边项的直和，但它不分裂.

2) 按照上述方法，我们可以证明：对任意一个投射模𝑃，都存在一个自由模𝑄使得𝑃 ⊕𝑄是自由模.

Proof. 由于𝑃是投射模，存在𝑄′使得𝑃 ⊕𝑄′是自由模. 令

𝑄 = (𝑃 ⊕𝑄′) ⊕ (𝑃 ⊕𝑄′) ⊕ · · · .

那么𝑄是自由模且𝑃 ⊕𝑄也是自由模.
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习习习题题题 1.11.

1) 证明映射𝜙 : 𝐵 −→ 𝐶为单射，当且仅当对任意的𝑓, 𝑔 : 𝐴 −→ 𝐵

𝜙 ∘ 𝑓 = 𝜙 ∘ 𝑔 =⇒ 𝑓 = 𝑔.

2) 证明映射𝜙 : 𝐵 −→ 𝐶为满射，当且仅当对任意的ℎ, 𝑘 : 𝐶 −→ 𝐷

ℎ ∘ 𝜙 = 𝑘 ∘ 𝜙 =⇒ ℎ = 𝑘.

Proof. 1) 若𝜙 : 𝐵 −→ 𝐶为单射，当𝜙 ∘ 𝑓 = 𝜙 ∘ 𝑔 时

𝜙
(︀
𝑓(𝑎)

)︀
= 𝜙

(︀
𝑔(𝑎)

)︀
=⇒ 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎), ∀𝑎 ∈ 𝐴.

从而𝑓 ≡ 𝑔.

若𝜙 : 𝐵 −→ 𝐶不是单射，则存在𝑏1 ̸= 𝑏2，使得

𝜙(𝑏1) = 𝜙(𝑏2).

取𝑓, 𝑔 : 𝐴 −→ 𝐵，满足

𝑓(𝑎) = 𝑏1, 𝑔(𝑎) = 𝑏2

对某个𝑎 ∈ 𝐴成立. 其余各处，𝑓, 𝑔的取值相同. 此时，显然有

𝜙 ∘ 𝑓 = 𝜙 ∘ 𝑔,

但𝑓 ̸= 𝑔.

2) 若𝜙 : 𝐵 −→ 𝐶为满射，当ℎ ∘ 𝜙 = 𝑘 ∘ 𝜙 时，∀𝑐 ∈ 𝐶，存在𝑏 ∈ 𝐵使得𝜙(𝑏) = 𝑐，从而

ℎ(𝑐) = ℎ
(︀
𝜙(𝑏)

)︀
= 𝑘

(︀
𝜙(𝑏)

)︀
= 𝑘(𝑐), ∀𝑐 ∈ 𝐶.

故ℎ ≡ 𝑘.

若𝜙 : 𝐵 −→ 𝐶不是满射，则𝐶 − im𝜙 ̸= ∅. 取ℎ, 𝑘 : 𝐶 −→ 𝐷满足

ℎ
⃒⃒
im𝜙

= 𝑘
⃒⃒
im𝜙

,

但对于某个𝑐 ∈ 𝐶 − im𝜙

ℎ(𝑐) ̸= 𝑘(𝑐).

此时

ℎ ∘ 𝜙 = 𝑘 ∘ 𝜙,

但ℎ ̸= 𝑘.

习习习题题题 1.12. (Chinese Remainder Theorem).

设𝐴𝑖，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛是𝑅的理想，且满足对任意1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛，𝐴𝑖 +𝐴𝑗 = 𝑅. 设𝑀是𝑅-模. 证明映射

𝜙 : 𝑀 −→
𝑛∏︁
𝑖=1

𝑀/𝐴𝑖𝑀,

𝑚 ↦→ (𝑚+𝐴1𝑀, · · · ,𝑚+𝐴𝑛𝑀)

诱导同构

𝑀

⧸︂(︁ 𝑛∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︁
𝑀 ∼=

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑀/𝐴𝑖𝑀.
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Proof. 1) 𝑛 = 2时命题成立.

设𝐴+𝐵 = 𝑅，则存在𝑎 ∈ 𝐴，𝑏 ∈ 𝐵使得

1 = 𝑎+ 𝑏.

∀𝑚1,𝑚2 ∈𝑀

𝜙(𝑏𝑚1 + 𝑎𝑚2) =𝑏𝜙(𝑚1) + 𝑎𝜙(𝑚2)

=(𝑏𝑚1 +𝐴𝑀, 𝑏𝑚1 +𝐵𝑀) + (𝑎𝑚2 +𝐴𝑀, 𝑎𝑚2 +𝐵𝑀)

=(𝑏𝑚1 +𝐴𝑀, 0) + (0, 𝑎𝑚2 +𝐵𝑀)

=
(︀
(1 − 𝑎)𝑚1 +𝐴𝑀, (1 − 𝑏)𝑚2 +𝐵𝑀

)︀
=(𝑚1 +𝐴𝑀,𝑚2 +𝐵𝑀).

于是，𝜙是满射. 由于𝐴𝐵 ⊆ 𝐴 ∩𝐵，且∀𝑥 ∈ 𝐴 ∩𝐵

𝑥 = 1 · 𝑥 = (𝑎+ 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑥 ∈ 𝐴𝐵.

故𝐴𝐵 = 𝐴 ∩𝐵. 显然
ker𝜙 = 𝐴𝑀 ∩𝐵𝑀 = (𝐴 ∩𝐵)𝑀 = (𝐴𝐵)𝑀.

由同态基本定理

𝑀/ ker𝜙 ∼= im𝜙 =⇒𝑀
⧸︀

(𝐴𝐵)𝑀 ∼= (𝑀/𝐴𝑀) × (𝑀/𝐵𝑀).

2) 设𝑛− 1时，命题成立，即

𝑀

⧸︂(︁ 𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︁
𝑀 ∼=

𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝑀/𝐴𝑖𝑀.

令𝐴 = 𝐴𝑛，𝐵 =

𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖，则𝐴,𝐵都是𝑅的理想. 由于

𝐴𝑛 +𝐴𝑖 = 𝑅, ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1.

因此，存在𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑛，𝑏𝑖 ∈ 𝐴𝑖使得

1 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖, ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1.

从而

1 = (𝑎1 + 𝑏1) · · · (𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1) ∈ 𝐴𝑛 +

𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖 = 𝐴+𝐵.

故𝐴+𝐵 = 𝑅. 由(1)知

𝑀
⧸︀

(𝐴𝐵)𝑀 ∼= (𝑀/𝐴𝑀) × (𝑀/𝐵𝑀).

由于𝐴𝐵 =

𝑛∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖且

𝑀/(𝐵𝑀) = 𝑀

⧸︂(︁ 𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︁
𝑀 ∼=

𝑛−1∏︁
𝑖=1

𝑀/𝐴𝑖𝑀.

由数学归纳法知，原命题对所有的正整数𝑛成立.
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Remark. 特别地，若𝑀平坦，则直接对环上的中国剩余定理作张量积，可立刻得到该结论.

𝑅

⧸︂(︁ 𝑛∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︁
∼=

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑅/𝐴𝑖.

作张量积可得

𝑀

⧸︂(︁ 𝑛∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︁
𝑀 ∼=

[︂
𝑅

⧸︂(︁ 𝑛∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︁]︂
⊗𝑅𝑀 ∼=

(︂ 𝑛∏︁
𝑖=1

𝑅/𝐴𝑖

)︂
⊗𝑅𝑀 ∼=

𝑛∏︁
𝑖=1

(︀
𝑅/𝐴𝑖 ⊗𝑅𝑀

)︀ ∼= 𝑛∏︁
𝑖=1

𝑀/𝐴𝑖𝑀.

习习习题题题 1.13.

设𝑓 : 𝑀 −→ 𝑁，𝑔 : 𝑀 −→ 0和ℎ : 0 −→ 𝑁是𝑅-模同态. 试求𝑓与𝑔的推出和𝑓与ℎ的拉回.

Proof. 1) 由例1.66.(3)知

𝑁 ⨿𝑀 {0} = (𝑁 ⊕ {0})/𝑆 ∼= 𝑁/𝑆.

其中

𝑆 =
{︀(︀
𝑓(𝑚),−𝑔(𝑚)

)︀
: 𝑚 ∈𝑀

}︀
=
{︀(︀
𝑓(𝑚), 0

)︀
: 𝑚 ∈𝑀

}︀ ∼= im𝑓.

从而

𝑁 ⨿𝑀 {0} ∼= 𝑁/im𝑓 = coker𝑓.

令

𝛼1 : 𝑁 −→ 𝑁 ⨿𝑀 {0}, 𝑛 ↦→ (𝑛, 0),

𝛼2 : {0} −→ 𝑁 ⨿𝑀 {0}, 0 ↦→ (0, 0).

则
(︀
𝑁 ⨿𝑀 {0};𝛼1, 𝛼2

)︀
是𝑓与𝑔的推出.

2) 由例1.66.(2)知

𝑀 ×𝑁 {0} =
{︀

(𝑚, 0) ∈𝑀 ⊕ {0} : 𝑓(𝑚) = ℎ(0) = 0
}︀ ∼= ker 𝑓.

令

𝑝1 : 𝑀 ×𝑁 {0} −→𝑀, (𝑚, 0) ↦→ 𝑚,

𝑝2 : 𝑀 ×𝑁 {0} −→ {0}, (𝑚, 0) ↦→ 0.

则
(︀
𝑀 ×𝑁 {0}; 𝑝1, 𝑝2

)︀
是𝑓与ℎ的拉回.

Remark. 例：设𝑓 : Z −→ Z/𝑛Z，𝑔 : Z −→ Z/𝑚Z为自然映射. 求𝑓, 𝑔的push-out.

Proof. 令

𝑆 = {(𝑧 + 𝑛Z,−𝑧 +𝑚Z) : 𝑧 ∈ Z}.

作映射𝜙 : Z −→ Z/𝑛Z⊕ Z/𝑚Z
𝑚 ↦−→ (𝑧 + 𝑛Z,−𝑧 +𝑚Z).

则𝜙是Z模同态. 显然

𝑆 = im𝜙 ∼= Z/ ker𝜙 = Z/(𝑛Z ∩𝑚Z) = Z/𝑙Z.
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其中，𝑙 = lcm(𝑚,𝑛). 此时

(Z/𝑛Z⊕ Z/𝑚Z)/𝑆 ∼=
Z/𝑛Z⊕ Z/𝑚Z

Z/𝑙Z
∼=

(Z/𝑛Z⊕ Z/𝑚Z)/(Z/𝑚Z)

(Z/𝑙Z)/(Z/𝑚Z)

∼=
Z/𝑛Z

Z/(𝑙/𝑚)Z
∼=

Z
(𝑛𝑚/𝑙)Z

= Z/𝑑Z.

其中，𝑑 = gcd(𝑚,𝑛).

事实上，若𝑁𝑖是𝑀𝑖的子模，那么(︁⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖

)︁⧸︁(︁⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑁𝑖

)︁
∼=
⨁︁
𝑖∈𝐼

(𝑀𝑖/𝑁𝑖).

Proof. 作映射𝜙 :
⨁︀
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖 −→
⨁︀
𝑖∈𝐼

(𝑀𝑖/𝑁𝑖)

(𝑚𝑖) ↦−→ (𝑚𝑖 +𝑁𝑖).

则𝜙是满射且ker𝜙 =
⨁︀
𝑖∈𝐼

𝑁𝑖. 于是，𝜙诱导同构

(︁⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖

)︁⧸︁(︁⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑁𝑖

)︁
∼=
(︁⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖

)︁⧸︁
ker𝜙 ∼=

⨁︁
𝑖∈𝐼

(𝑀𝑖/𝑁𝑖).

这个题目告诉我们，pull-back和push-out很可能与kernel和cokernel有关. 下面我们来讨论一下Abel范畴

中的pull-back和push-out.

1) 𝑅×𝑇 𝑆为𝑓, 𝑔的pull-back，𝑅⊕ 𝑆 ∼= 𝑅× 𝑆为𝑅,𝑆 的上积与积.

𝑅
𝑓

��
𝑅×𝑇 𝑆

𝛼

;;

𝛽
##

𝑇

𝑆

𝑔

??

𝑅
𝜂1

||

𝑓

��
𝑅⊕ 𝑆

𝜎 // 𝑇

𝑆

𝜂2

bb

𝑔

??

𝑅

𝑅×𝑇 𝑆

𝛼

;;

−𝛽
##

𝜏 // 𝑅× 𝑆

𝜋1

bb

𝜋2

||
𝑆

将其合并为

𝑅
𝑓

""
0 // 𝑅×𝑇 𝑆

𝛼

99

−𝛽
%%

𝜏 // 𝑅⊕ 𝑆
��

𝜋1 𝜂1

OO

OO
𝜋2 𝜂2

��

𝜎 // 𝑇

𝑆

𝑔

<<

2) 可以用到的条件.

𝛼 = 𝜋1𝜏, − 𝛽 = 𝜋2𝜏.

𝑓 = 𝜎𝜂1, 𝑔 = 𝜎𝜂2.

𝜋1𝜂1 = id𝑅, 𝜋1𝜂2 = 0, 𝜋2𝜂1 = 0, 𝜋2𝜂2 = id𝑆 .
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id𝑅⊕𝑆 = 𝜂1𝜋1 + 𝜂2𝜋2.

𝑓𝛼+ 𝑔(−𝛽) = 𝑓𝛼− 𝑔𝛽 = 0.

3) (𝑅×𝑇 𝑆, 𝜏) = ker𝜎.

设(𝑋, 𝜏 ′) = ker𝜎，则

𝜎𝜏 = 𝜎id𝑅⊕𝑆𝜏 = 𝜎(𝜂1𝜋1 + 𝜂2𝜋2)𝜏 = (𝑓𝜋1 + 𝑔𝜋2)𝜏 = 𝑓𝛼− 𝑔𝛽 = 0.

由ker𝜎的泛性质，存在ℎ′ : 𝑅×𝑇 𝑆 −→ 𝑋使得

𝜏 = 𝜏 ′ℎ′.

𝑅
𝑓

""
0 // 𝑅×𝑇 𝑆

𝛼

99

−𝛽
%%

𝜏 // 𝑅⊕ 𝑆
��

𝜋1 𝜂1

OO

OO
𝜋2 𝜂2

��

𝜎 // 𝑇

𝑋

𝜏 ′
99

��
ℎ′

𝑆

𝑔

<<

由于

𝑓𝜋1𝜏
′ + 𝑔𝜋2𝜏

′ = 𝜎𝜂1𝜋1𝜏
′ + 𝜎𝜂2𝜋2𝜏

′ = 𝜎(𝜂1𝜋1 + 𝜂2𝜋2)𝜏 ′ = 𝜎𝜏 ′ = 0.

故

𝑓𝜋1𝜏
′ = −𝑔𝜋2𝜏 ′.

由pull-back的泛性质，存在ℎ : 𝑋 −→ 𝑅×𝑇 𝑆使得

𝜋1𝜏
′ = 𝛼ℎ, − 𝜋2𝜏

′ = 𝛽ℎ.

𝑋

−𝜋2𝜏
′

  

𝜋1𝜏
′

&&

ℎ

##
𝑅×𝑇 𝑆

𝛽

��

𝛼
// 𝑅

𝑓

��
𝑆

𝑔 // 𝑇

现在，ℎℎ′ : 𝑅×𝑇 𝑆 −→ 𝑅×𝑇 𝑆. 并且

𝑓𝛼ℎℎ′ = 𝑓𝜋1𝜏
′ℎ′ = −𝑔𝜋2𝜏 ′ℎ′ = 𝑔𝛽ℎℎ′.

由pull-back的泛性质知，使得下图交换的𝜙 : 𝑅×𝑇 𝑆 −→ 𝑅×𝑇 𝑆是唯一的.

𝑅×𝑇 𝑆

𝛽𝜙

""

𝛼𝜙

&&

𝜙

%%
𝑅×𝑇 𝑆

𝛽

��

𝛼
// 𝑅

𝑓

��
𝑆

𝑔 // 𝑇

14
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显然，id𝑅×𝑇𝑆与ℎℎ
′都满足条件. 故

ℎℎ′ = id𝑅×𝑇𝑆 .

对于ℎ′ℎ : 𝑋 −→ 𝑋

𝜎𝜏 ′ℎ′ℎ = 0.

由ker的泛性质，使得下图交换𝜓 : 𝑋 −→ 𝑋是唯一的.

0 // 𝑋
𝜏 ′
// 𝑅⊕ 𝑆

𝜎 // 𝑇

𝑋

𝜓

OO

𝜏 ′𝜓

;;

显然，ℎ′ℎ与idX满足条件. 故

ℎ′ℎ = idX.

1) 𝑅 ⨿𝑇 𝑆为𝑓, 𝑔的push-out，𝑅⊕ 𝑆 ∼= 𝑅× 𝑆为𝑅,𝑆 的上积与积.

𝑅

𝛼

##
𝑇

𝑓

??

𝑔
��

𝑅 ⨿𝑇 𝑆

𝑆

𝛽

;;

𝑅
𝜂1

||

𝛼

##
𝑅⊕ 𝑆

𝜎 // 𝑅 ⨿𝑇 𝑆

𝑆

𝜂2

bb

𝛽

;;

𝑅

𝑇

𝑓

??

−𝑔 ��

𝜏 // 𝑅× 𝑆

𝜋1

bb

𝜋2

||
𝑆

将其合并为

𝑅

𝛼

%%
𝑇

𝑓

<<

−𝑔
""

𝜏 // 𝑅⊕ 𝑆
��

𝜋1 𝜂1

OO

OO
𝜋2 𝜂2

��

𝜎 // 𝑅 ⨿𝑇 𝑆 // 0

𝑆

𝛽

99

2) 可以用到的条件.

𝑓 = 𝜋1𝜏, − 𝑔 = 𝜋2𝜏.

𝛼 = 𝜎𝜂1, 𝛽 = 𝜎𝜂2.

𝜋1𝜂1 = id𝑅, 𝜋1𝜂2 = 0, 𝜋2𝜂1 = 0, 𝜋2𝜂2 = id𝑆 .

id𝑅⊕𝑆 = 𝜂1𝜋1 + 𝜂2𝜋2.

𝛼𝑓 + 𝛽(−𝑔) = 𝛼𝑓 − 𝛽𝑔 = 0.

3) (𝑅 ⨿𝑇 𝑆, 𝜎) = coker𝜏.

设(𝑋,𝜎′) = coker𝜏，则

𝜎𝜏 = 𝜎id𝑅⊕𝑆𝜏 = 𝜎(𝜂1𝜋1 + 𝜂2𝜋2)𝜏 = (𝛼𝜋1 + 𝛽𝜋2)𝜏 = 𝛼𝑓 − 𝛽𝑔 = 0.

由coker𝜏的泛性质，存在ℎ′ : 𝑋 −→ 𝑅 ⨿𝑇 𝑆 使得

𝜎 = ℎ′𝜎′.

15
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𝑅

𝛼

%%
𝑇

𝑓

<<

−𝑔
""

𝜏 // 𝑅⊕ 𝑆
��

𝜋1 𝜂1

OO

OO
𝜋2 𝜂2

��

𝜎 //

𝜎′

%%

𝑅 ⨿𝑇 𝑆 // 0

𝑆

𝛽

99

𝑋

ℎ′

OO

由于

𝜎′𝜂1𝑓 + 𝜎′𝜂2𝑔 = 𝜎′(𝜂1𝑓 + 𝜂2𝑔) = 𝜎′(𝜂1𝜋1𝜏 + 𝜂2𝜋2𝜏) = 𝜎′(𝜂1𝜋1 + 𝜂2𝜋2)𝜏 = 𝜎′𝜏 = 0.

故

𝜎′𝜂1𝑓 = −𝜎′𝜂2𝑔.

由push-out的泛性质，存在ℎ : 𝑅 ⨿𝑇 𝑆 −→ 𝑅×𝑇 𝑋使得

𝜋1𝜏
′ = 𝛼ℎ, − 𝜋2𝜏

′ = 𝛽ℎ.

𝑇

−𝑔
��

𝑓
// 𝑅

𝛼

�� 𝜎′𝜂1

��

𝑆
𝛽 //

𝜎′𝜂2 ,,

𝑅 ⨿𝑇 𝑆
ℎ

##
𝑋

类似的，再次利用coker和push-out的泛性质，我们有

ℎℎ′ = id𝑋 , ℎ′ℎ = id𝑅⨿𝑇𝑆 .

可以看到，在Abel范畴中，pull-back和push-out就是某个kernel和cokernel.

习习习题题题 1.14.

在𝑅-模范畴中证明：

0 −→𝑀 ′ 𝑓−→𝑀
𝑔−→𝑀 ′′

为正合列当且仅当对任意𝑅-模𝑁

0 −→ Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′)
𝑓*−→ Hom𝑅(𝑁,𝑀)

𝑔*−→ Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′′).

是正合列. 其中

𝑓* : Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′) −→ Hom𝑅(𝑁,𝑀), ℎ ↦→ 𝑓ℎ,

𝑔* : Hom𝑅(𝑁,𝑀) −→ Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′′), ℎ ↦→ 𝑔ℎ.

Proof. =⇒) 1) 𝑓*是单射. 从而，Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′)处正合.

∀ℎ′1, ℎ′2 ∈ Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′)，若

𝑓ℎ′1 = 𝑓*ℎ
′
1 = 𝑓*ℎ

′
2 = 𝑓ℎ′2,

则𝑓是单射给出

ℎ′1 = ℎ′2.

16
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从而，𝑓*是单射.

2) im𝑓* = ker 𝑔*. 从而，Hom𝑅(𝑁,𝑀)处正合.

由于

𝑔*𝑓*(ℎ) = 𝑔𝑓ℎ = 0.

因此，im𝑓* ⊆ ker 𝑔*.

∀ℎ ∈ ker 𝑔*

𝑔*(ℎ) = 𝑔ℎ = 0.

于是

imℎ ⊆ ker 𝑔 = im𝑓.

从而，∀𝑛 ∈ 𝑁，存在唯一的𝑚′ ∈𝑀 ′使得

𝑓(𝑚′) = ℎ(𝑛).

令ℎ′ : 𝑁 −→𝑀 ′

𝑛 ↦→ 𝑚′.

则∀𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅，∀𝑛1, 𝑛2 ∈ 𝑁

ℎ(𝑟1𝑛1 + 𝑟2𝑛2) = 𝑟1ℎ(𝑛1) + 𝑟2ℎ(𝑛2) = 𝑟1𝑓(𝑚′
1) + 𝑟2𝑓(𝑚′

2) = 𝑓(𝑟1𝑚
′
1 + 𝑟2𝑚

′
2).

这说明

ℎ′(𝑟1𝑛1 + 𝑟2𝑛2) = 𝑟1𝑚
′
1 + 𝑟2𝑚

′
2 = 𝑟1ℎ

′(𝑛1) + 𝑟2ℎ
′(𝑛2).

此时，ℎ′ ∈ Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′)且

𝑓*ℎ
′(𝑛) = 𝑓ℎ′(𝑛) = 𝑓(𝑚′) = ℎ(𝑛), ∀𝑛 ∈ 𝑁.

故im𝑓* ⊇ ker 𝑔*.

⇐=) 1) 𝑓是单射. 从而，𝑀 ′处正合.

∀ℎ′1, ℎ′2 ∈ Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′)，若

𝑓ℎ′1 = 𝑓*ℎ
′
1 = 𝑓*ℎ

′
2 = 𝑓ℎ′2,

则𝑓*是单射给出

ℎ′1 = ℎ′2.

从而，𝑓是单射.

2) im𝑓 = ker 𝑔. 从而，𝑀处正合.

取𝑁 = 𝑀 ′，ℎ′ = 1𝑀 ′ ∈ Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′)，则

0 = 𝑔*𝑓*(1𝑀 ′) = 𝑔𝑓1𝑀 ′ = 𝑔𝑓.

从而，im𝑓 ⊆ ker 𝑔.

取𝑁 = ker 𝑔，ℎ ∈ Hom𝑅(𝑁,𝑀)为嵌入映射，则imℎ = ker 𝑔. 从而

𝑔*ℎ = 𝑔ℎ = 0.

故

ℎ ∈ ker 𝑔* = im𝑓*.

于是，存在ℎ′ ∈ Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′)使得

ℎ = 𝑓*ℎ
′ = 𝑓ℎ′.
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这说明

ker 𝑔 = imℎ = im(𝑓ℎ′) ⊆ im𝑓.

Remark. 事实上，由习题1.3知，取𝑁 = 𝑅，则第一行正合列可诱导第二行正合列.

0 // Hom𝑅(𝑅,𝑀 ′)

𝜙𝑀′

��

𝑓* // Hom𝑅(𝑅,𝑀)

𝜙𝑀

��

𝑔* // Hom𝑅(𝑅,𝑀 ′′)

𝜙𝑀′′

��
0 // 𝑀 ′ 𝑓 // 𝑀

𝑔 // 𝑀 ′′

该命题的对偶命题为：

𝑀 ′ 𝑖−→𝑀
𝑝−→𝑀 ′′ −→ 0

为正合列当且仅当对任意𝑅-模𝑁

0 −→ Hom𝑅(𝑀 ′′, 𝑁)
𝑝*−→ Hom𝑅(𝑀,𝑁)

𝑖*−→ Hom𝑅(𝑀 ′, 𝑁).

是正合列. 其中

𝑖* : Hom𝑅(𝑀,𝑁) −→ Hom𝑅(𝑀 ′, 𝑁), ℎ ↦→ ℎ𝑖,

𝑝* : Hom𝑅(𝑀 ′′, 𝑁) −→ Hom𝑅(𝑀,𝑁), ℎ ↦→ ℎ𝑝.

Proof. ⇐=) 1) 𝑝是满射，从而𝑀 ′′处正合.

取𝑁 = 𝑀 ′′/im𝑝，𝑓 : 𝑀 ′′ � 𝑁为自然映射，则

𝑝*(𝑓) = 𝑓𝑝 = 0.

由于𝑝*是单射，从而𝑓 = 0. 故𝑁 = 𝑀 ′′/im𝑝 = {0}. 于是，𝑝是满射.

2) im𝑖 = ker 𝑝，从而𝑀处正合.

令𝑁 = 𝑀 ′′，𝑔 = id𝑁 . 则𝑔 ∈ Hom𝑅(𝑀 ′′, 𝑁)且

0 = 𝑖*𝑝*(𝑔) = 𝑔𝑝𝑖 = 𝑝𝑖.

故im𝑖 ⊆ ker 𝑝.

取𝑁 = 𝑀/im𝑖，ℎ : 𝑀 −→ 𝑁为自然映射. 则

𝑖*ℎ = ℎ𝑖 = 0.

于是，ℎ ∈ ker 𝑖*，存在ℎ′ ∈ Hom𝑅(𝑀 ′′, 𝑁)使得

ℎ = 𝑝*(ℎ′) = ℎ′𝑝.

若im𝑖 ̸= ker 𝑝，则ker 𝑝− im𝑖 ̸= ∅. 取𝑏 ∈ ker 𝑝− im𝑖，则𝑝(𝑏) = 0且ℎ(𝑏) ̸= 0. 但

ℎ(𝑏) = ℎ′𝑝(𝑏) = 0.

这就产生了矛盾. 故im𝑖 = ker 𝑝.

=⇒) 1) 𝑝*是单射，从而Hom𝑅(𝑀 ′′, 𝑁)处正合.
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∀𝑓1, 𝑓2 ∈ Hom𝑅(𝑀 ′′, 𝑁)，若

𝑓1𝑝 = 𝑝*(𝑓1) = 𝑝*(𝑓2) = 𝑓2𝑝.

则由𝑝是满射，从而

𝑓1 = 𝑓2.

故𝑝*是单射.

2) im𝑝* = ker 𝑖*，从而Hom𝑅(𝑀,𝑁)处正合.

∀𝑓 ∈ Hom𝑅(𝑀 ′′, 𝑁)

𝑖* ∘ 𝑝*(𝑓) = 𝑓𝑝𝑖 = 0.

从而，im𝑝* ⊆ ker 𝑖*.

若𝑔 ∈ ker 𝑖*，∀𝑥′ ∈𝑀 ′

𝑔𝑖(𝑥′) = 𝑖*𝑔(𝑥′) = 0.

∀𝑥′′ ∈𝑀，由于𝑝是满射，存在𝑥 ∈𝑀使得

𝑥′′ = 𝑝(𝑥).

令

𝑓 : 𝑀 ′′ −→ 𝑁, 𝑥′′ ↦−→ 𝑔(𝑥).

若𝑝(𝑥1) = 𝑝(𝑥2) = 𝑥′′，则

𝑝(𝑥1 − 𝑥2) = 0.

从而，𝑥1 − 𝑥2 ∈ ker 𝑝. 存在𝑥′ ∈𝑀 ′使得

𝑖(𝑥′) = 𝑥1 − 𝑥2.

此时

𝑔(𝑥1) − 𝑔(𝑥2) = 𝑔(𝑥1 − 𝑥2) = 𝑔𝑖(𝑥′) = 0.

从而，𝑔(𝑥1) = 𝑔(𝑥2). 故𝑓的定义是合理的. 容易验证，𝑓是𝑅-模同态：对于𝑟1𝑥
′′
1 + 𝑟2𝑥

′′
2，存在𝑥1, 𝑥2使得

𝑝(𝑥1) = 𝑥′′1 , 𝑝(𝑥2)𝑥′′2 .

从而

𝑓(𝑥′′1) = 𝑔(𝑥1), 𝑓(𝑥′′2) = 𝑔(𝑥2)

此时

𝑝(𝑟1𝑥1 + 𝑟2𝑥2) = 𝑟1𝑝(𝑥1) + 𝑟2𝑝(𝑥2) = 𝑟1𝑥
′′
1 + 𝑟2𝑥

′′
2 .

故

𝑓(𝑟1𝑥
′′
1 + 𝑟2𝑥

′′
2) = 𝑔(𝑟1𝑥1 + 𝑟2𝑥2) = 𝑟1𝑔(𝑥1) + 𝑟2𝑔(𝑥2) = 𝑟1𝑓(𝑥′′1) + 𝑟2𝑓(𝑥′′2).

显然，由𝑓的定义知，∀𝑥 ∈𝑀

𝑝*(𝑓)(𝑥) = 𝑓𝑝(𝑥) = 𝑔(𝑥).

从而，𝑔 = 𝑝*(𝑓) ∈ im𝑝*. 于是，im𝑝* ⊇ ker 𝑖*.

综上所述，im𝑝* = ker 𝑖*.

在证明“im𝑓* ⊇ ker 𝑔*”时，我们可以使用𝑀
′ ∼= ker 𝑔的泛性质.

∀ℎ ∈ ker 𝑔* ⊆ Hom𝑅(𝑁,𝑀)

𝑔*(ℎ) = 𝑔ℎ = 0.
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从而

0 // 𝑀 ′ 𝑓 // 𝑀
𝑔 // 𝑀 ′′

𝑁

ℎ

==

∃|ℎ′

OO

由𝑀 ′ ∼= ker 𝑔的泛性质知，存在唯一的ℎ′ ∈ Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′)使得

ℎ = 𝑓ℎ′ = 𝑓*(ℎ′) ∈ im𝑓*.

在证明“im𝑓 = ker 𝑔”时，我们可以使用泛性质说明𝑀 ′ ∼= ker 𝑔.

∀ℎ ∈ Hom𝑅(𝑁,𝑀)，若𝑔ℎ = 𝑔*(ℎ) = 0，则

ℎ ∈ ker 𝑔* = im𝑓*.

由于𝑓*是单射，存在唯一的ℎ
′ ∈ Hom𝑅(𝑁,𝑀 ′)使得

ℎ = 𝑓*(ℎ′) = 𝑓ℎ′.

从而，下图交换.

0 // 𝑀 ′ 𝑓 // 𝑀
𝑔 // 𝑀 ′′

𝑁

ℎ

==

∃|ℎ′

OO

由ℎ与𝑁的任意性知，𝑀 ′ ∼= ker 𝑔. 从而，𝑓是单射且im𝑓 = ker 𝑔.

在证明“im𝑖 = ker 𝑝”时，我们可以使用泛性质说明𝑀 ′′ ∼= coker𝑖.

∀ℎ ∈ Hom𝑅(𝑀,𝑁)，若ℎ𝑖 = 𝑖*(ℎ) = 0，则

ℎ ∈ ker 𝑖* = im𝑝*.

由于𝑝*是单射，存在唯一的ℎ′′ ∈ Hom𝑅(𝑀 ′′, 𝑁)使得

ℎ = 𝑝*(ℎ′′) = ℎ′′𝑝.

从而，下图交换.

𝑀 ′ 𝑖 // 𝑀
𝑝 //

ℎ !!

𝑀 ′′

∃|ℎ′′

��

// 0

𝑁

由ℎ与𝑁的任意性知，𝑀 ′′ ∼= coker𝑖. 从而，𝑝是满射且im𝑖 = ker 𝑝.

在证明“im𝑝* ⊇ ker 𝑖*”时，我们可以使用𝑀 ′′ ∼= coker𝑖的泛性质.

∀ℎ ∈ ker 𝑖* ⊆ Hom𝑅(𝑀,𝑁)

0 = 𝑖*(ℎ) = ℎ𝑖.

从而

𝑀 ′ 𝑖 // 𝑀
𝑝 //

ℎ !!

𝑀 ′′

∃|ℎ′′

��

// 0

𝑁
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由𝑀 ′′ ∼= coker𝑖的泛性质知，存在唯一的ℎ′′ ∈ M′′,N使得

ℎ = ℎ′′𝑝 = 𝑝*(ℎ′′) ∈ im𝑝*.

这两个命题说明

Hom𝑅(𝑁,−), Hom𝑅(−, 𝑁)

分别是协变函子和反协变函子，它们都是左正合的，但都不是右正合的.

Hom𝑅(𝑁,−)不是右正合含子的反例：

取𝑁 = Z/2Z. 对于Z-模正合列

0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0.

0 −→ HomZ(Z/2Z,Z) −→ HomZ(Z/2Z,Q) −→ HomZ(Z/2Z,Q/Z).

由于Q没有二阶元，故
HomZ(Z/2Z,Q) = {0}.

但
1

2
+ Z ∈ Q/Z

是二阶元. 因此，HomZ(Z/2Z,Q) ̸= {0}. 从而，右端不是满射. 这说明，Z/2Z 不是投射Z-模.

Hom𝑅(−, 𝑁)不是右正合含子的反例：

取𝑁 = Z. 对于Z-模正合列

0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0.

0 −→ HomZ(Q/Z,Z) −→ HomZ(Q,Z) −→ HomZ(Z,Z).

由于Q是无限生成Z-模，而Z是有限生成Z-模，故

HomZ(Q,Z) = {0}.

但

idZ ∈ HomZ(Z,Z).

因此，HomZ(Z,Z) ̸= {0}. 从而，右端不是满射. 这说明，Z不是内射Z-模.

习习习题题题 1.15. (Five Lemma).

考虑如下𝑅-模交换图表

𝑀1

𝑓1

��

𝑝1 // 𝑀2

𝑓2

��

𝑝2 // 𝑀3

𝑓3

��

𝑝3 // 𝑀4

𝑓4

��

𝑝4 // 𝑀5

𝑓5

��
𝑁1

𝑞1 // 𝑁2
𝑞2 // 𝑁3

𝑞3 // 𝑁4
𝑞4 // 𝑁5

其中行都是正合列. 证明：

1) 若𝑓1是满射，而𝑓2与𝑓4是单射，则𝑓3是单射.

2) 若𝑓5是单射，而𝑓2与𝑓4是满射，则𝑓3是满射.

3) 若𝑓1, 𝑓2, 𝑓4, 𝑓5是同构，则𝑓3是同构.
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Proof. 1) 取𝑛3 ∈ 𝑁3，若𝑛3 = 0，则𝑛4 = 𝑞3(𝑛3) = 0.

由于𝑓4是单射，从而，𝑛4的原像𝑚4 = 𝑓−1(𝑛4) = 0.

由于𝑚4 ∈ ker 𝑝4 = im𝑝3，从而，存在𝑚3 ∈𝑀3使得𝑝3(𝑚3) = 0.

由于𝑚3 ∈ ker 𝑝3 = im𝑝2，从而，存在𝑚2 ∈𝑀2使得𝑝2(𝑚2) = 𝑚3.

由𝑓3
(︀
𝑝2(𝑚2)

)︀
= 𝑞2

(︀
𝑓2(𝑚2)

)︀
知，存在𝑛2 = 𝑓2(𝑚2) 使得𝑞2(𝑛2) = 𝑛3 = 0.

由于𝑛2 ∈ ker 𝑞2，从而，存在𝑛1 ∈ 𝑁1使得𝑞1(𝑛1) = 𝑛2.

由于𝑓1是满射，从而，存在𝑚1 ∈𝑀1使得𝑓1(𝑚1) = 𝑛1.

由于𝑞1
(︀
𝑓1(𝑚1)

)︀
= 𝑓2

(︀
𝑝1(𝑚1)

)︀
知，存在𝑚′

2 = 𝑝1(𝑚1)使得𝑓2(𝑚′
2) = 𝑛2.

由于𝑓2是单射，因此𝑚2 = 𝑚′
2 = 𝑝1(𝑚1).

从而，𝑚3 = 𝑝2(𝑚2) = 𝑝2
(︀
𝑝1(𝑚1)

)︀
= 0.

于是，𝑛3 = 0关于𝑓3的原像只有𝑚3 = 0.

从而𝑓3是单射.

2) 取𝑛3 ∈ 𝑁3，则𝑛4 = 𝑞3(𝑛3)满足，𝑞4(𝑛4) = 𝑞4
(︀
𝑞3(𝑛3)

)︀
= 0.

由于𝑓4是满射，从而，存在𝑚4 ∈𝑀4使得𝑓4(𝑚4) = 𝑛4.

由𝑞4
(︀
𝑓4(𝑚4)

)︀
= 𝑓5

(︀
𝑝4(𝑚4)

)︀
知，存在𝑚5 ∈𝑀5使得𝑚5 = 𝑝4(𝑚4)且𝑓5(𝑚5) = 0.

由于𝑓5是单射，从而，𝑚5 = 0. 故𝑚4 ∈ ker 𝑝4 = im𝑝3.

从而，存在𝑚′
3 ∈𝑀3使得𝑝3(𝑚′

3) = 𝑚4.

令𝑛′3 = 𝑓3(𝑚′
3). 由𝑞3(𝑛′3) = 𝑞3

(︀
𝑓3(𝑚′

3)
)︀

= 𝑓4
(︀
𝑝3(𝑚′

3)
)︀

= 𝑛4知，𝑞3(𝑛3 − 𝑛′3) = 𝑞3(𝑛3) − 𝑞3(𝑛′3) = 0.

由于𝑛3 − 𝑛′3 ∈ ker 𝑞3 = im𝑞2，从而，存在𝑛
′
2 ∈ 𝑁2使得𝑞2(𝑛′2) = 𝑛3 − 𝑛′3.

由于𝑓2是满射，从而，存在𝑚
′
2 ∈𝑀2使得𝑓2(𝑚′

2) = 𝑛′2.

令𝑚3 = 𝑚′
3 + 𝑝2(𝑚′

2)，则𝑓3
(︀
𝑚′

3 + 𝑝2(𝑚′
2)
)︀

= 𝑓3(𝑚′
3) + 𝑓3

(︀
𝑝2(𝑚′

2)
)︀

= 𝑛′3 + 𝑞2
(︀
𝑓2(𝑚′

2)
)︀

= 𝑛3.

于是，𝑚′
3 + 𝑝2(𝑚′

2)是𝑛3关于𝑓3的原像.

从而，𝑓3是满射.

3) 由(1)(2)知，𝑓3既单又满，从而是同构.

Remark. 一个有趣的例子：考虑Z模交换图表

0

𝑓1

��

// Z/2Z

𝑓2

��

// Z/2Z⊕ Z/2Z // Z/2Z

𝑓4

��

// 0

𝑓5

��
0 // Z/2Z // Z/4Z // Z/2Z // 0

若存在同态𝑓3 : Z/3Z −→ Z/2Z，由(3)知，𝑓3是同构. 这显然不可能.

习习习题题题 1.16.

1) 证明同构一定是双射.

2) 证明在集合范畴𝒮ets中，双射也是同构.

Proof. 1) 若态射𝑓 : 𝐴 −→ 𝐵是同构，则存在态射𝑔 : 𝐵 −→ 𝐴使得

𝑓𝑔 = id𝐵 , 𝑔𝑓 = id𝐴.

由于id𝐵是满射，从而𝑓是满射；由于id𝐴是单射，从而𝑓是单射. 故𝑓是双射.

2) 在集合范畴𝒮ets中，若态射𝑓 : 𝐴 −→ 𝐵是双射，则其逆映射𝑔 = 𝑓−1 : 𝐵 −→ 𝐴也是态射，且满足

𝑓𝑔 = id𝐵 , 𝑔𝑓 = id𝐴.

故𝑓是同构.
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习习习题题题 1.17.

设𝒜是Abel范畴. 𝒜的链复形范畴𝐶(𝒜)如下给出：

∙ 𝐶(𝒜)的对象是链复形

𝐴∙ = · · · −→ 𝐴𝑖−1 𝑑𝑖−1−−−→ 𝐴𝑖
𝑑𝑖−→ 𝐴𝑖+1 −→ · · · .

其中

𝑑𝑖𝑑𝑖−1 = 0, ∀𝑖 ∈ Z.

∙ 𝐶(𝒜)的态射𝑓 : 𝐴∙ −→ 𝐵∙ 是𝒜中的态射族𝑓 = (𝑓𝑖)𝑖∈Z. 其中

𝑓𝑖 : 𝐴𝑖 −→ 𝐵𝑖, 𝑓𝑖+1𝑑
𝐴
𝑖 = 𝑑𝐵𝑖 𝑓𝑖.

· · · // 𝐴𝑖−1

𝑓𝑖−1

��

𝑑𝐴𝑖−1 // 𝐴𝑖

𝑓𝑖

��

𝑑𝐴𝑖 // 𝐴𝑖+1

𝑓𝑖+1

��

// · · ·

· · · // 𝐵𝑖−1

𝑑𝐵𝑖−1 // 𝐵𝑖
𝑑𝐵𝑖 // 𝐵𝑖+1

// · · ·

证明𝐶(𝒜)也是Abel范畴.

Proof. 1) 𝒜的链复形范畴𝐶(𝒜)是一个范畴.

其中，对象的两两不交性和结合律是自然成立的. Hom𝒜(𝐴∙, 𝐴∙)内恒等态射为

id𝐴∙ = (id𝐴𝑖)𝑖∈Z.

其中，id𝐴𝑖 : 𝐴𝑖 −→ 𝐴𝑖，𝑖 ∈ Z满足
id𝐴𝑖+1𝑑𝐴𝑖 = 𝑑𝐴𝑖 = 𝑑𝐴𝑖 id𝐴𝑖 .

2) 𝒜的链复形范畴𝐶(𝒜)是一个加性范畴.

由于𝒜是Abel范畴，自然是加性范畴，而𝒜中每个态射以𝒜中的态射为分量，从而也满足加性范畴的条
件. 容易看出，𝒜中的零对象为

𝑂∙ = · · · −→ 0
0−→ 0

0−→ 0 −→ · · · .

另外

𝐴∙ ⊕𝐵∙ = · · · −→ 𝐴𝑖−1 ⊕𝐵𝑖−1 𝑑𝐴𝑖−1⊕𝑑
𝐵
𝑖−1−−−−−−−→ 𝐴𝑖 ⊕𝐵𝑖

𝑑𝐴𝑖 ⊕𝑑𝐵𝑖−−−−−→ 𝐴𝑖+1 ⊕𝐵𝑖+1 −→ · · · .

𝐴∙ ×𝐵∙ = · · · −→ 𝐴𝑖−1 ×𝐵𝑖−1 𝑑𝐴𝑖−1×𝑑
𝐵
𝑖−1−−−−−−−→ 𝐴𝑖 ×𝐵𝑖

𝑑𝐴𝑖 ×𝑑𝐵𝑖−−−−−→ 𝐴𝑖+1 ×𝐵𝑖+1 −→ · · · .

3) 𝒜的链复形范畴𝐶(𝒜)是一个Abel范畴.

由于𝒜是Abel范畴，因此态射𝑓𝑖 : 𝐴𝑖 −→ 𝐵𝑖存在ker 𝑓𝑖与coker𝑓𝑖且

𝑓 𝑖 : coim𝑓𝑖 −→ im𝑓𝑖

是同构. 从而，态射𝑓∙ : 𝐴∙ −→ 𝐵∙存在

ker 𝑓∙ = · · · −→ ker 𝑓𝑖−1

𝑑𝐴𝑖−1−−−→ ker 𝑓𝑖
𝑑𝐴𝑖−−→ ker 𝑓𝑖+1 −→ · · · .
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coker𝑓∙ = · · · −→ coker𝑓𝑖−1

𝑑𝐵𝑖−1−−−→ coker𝑓𝑖
𝑑𝐵𝑖−−→ coker𝑓𝑖+1 −→ · · · .

且

𝑓∙ = (𝑓 𝑖)𝑖∈Z : coim𝑓∙ −→ im𝑓∙

(· · · , coim𝑓𝑖−1, coim𝑓𝑖, coim𝑓𝑖+1, · · · ) ↦→ (· · · , im𝑓𝑖−1, im𝑓𝑖, im𝑓𝑖+1, · · · )

是同构.

习习习题题题 1.18.

设𝐼是𝑅的理想. 证明：若𝑀是自由𝑅-模，则𝑀/𝐼𝑀是自由𝑅/𝐼- 模.

Proof.

𝑀/𝐼𝑀 ∼= 𝑅/𝐼 ⊗𝑅𝑀 ∼= 𝑅/𝐼 ⊗𝑅
(︁⨁︁
𝑖∈𝐴

𝑅
)︁
∼=
⨁︁
𝑖∈𝐴

(︀
𝑅/𝐼 ⊗𝑅 𝑅

)︀ ∼= ⨁︁
𝑖∈𝐴

𝑅/𝐼.

习习习题题题 1.19.

设𝑅为环，𝑄是𝑅的理想，𝑀 =
⨁︀
𝑖∈𝐼

𝑅𝑥𝑖为自由模. 证明：𝑄𝑥𝑖是𝑅𝑥𝑖的子模且

𝑀/𝑄𝑀 ∼=
⨁︁
𝑖∈𝐼

(𝑅𝑥𝑖/𝑄𝑥𝑖) ∼=
⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑅/𝑄

是商环𝑅/𝑄上的自由模，其一组基为

{𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 +𝑄𝑀}𝑖∈𝐼 .

Proof. 1)

𝑀/𝑄𝑀 ∼= 𝑅/𝑄⊗𝑅𝑀 ∼= 𝑅/𝑄⊗𝑅
(︁⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑅
)︁
∼=
⨁︁
𝑖∈𝐼

(︀
𝑅/𝑄⊗𝑅 𝑅

)︀ ∼= ⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑅/𝑄.

2) ∀𝑥+𝑄𝑀 ∈𝑀/𝑄𝑀，存在𝑥1, · · · , 𝑥𝑛 ∈ {𝑥𝑖}𝑖∈𝐼，𝑟1, · · · , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅使得

𝑥+𝑄𝑀 =

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑥𝑖

)︂
+𝑄𝑀 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑟𝑖𝑥𝑖 +𝑄𝑀) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑟𝑖 +𝑄)(𝑥𝑖 +𝑄𝑀).

从而，{𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 +𝑄𝑀}𝑖∈𝐼可表示𝑅/𝑄-模𝑀/𝑄𝑀中的元素.

3) ∀𝑥1 +𝑄𝑀, · · · , 𝑥𝑛 +𝑄𝑀 ∈ {𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 +𝑄𝑀}𝑖∈𝐼，𝑥1, · · · , 𝑥𝑛 /∈ 𝑄𝑀 . 若

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑟𝑖 +𝑄)(𝑥𝑖 +𝑄𝑀) =

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑥𝑖

)︂
+𝑄𝑀 = 0 +𝑄𝑀.

则
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑥𝑖 ∈ 𝑄𝑀 ⊆𝑀

不妨设
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑥𝑖 = 𝑞0𝑚0.
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其中，𝑞0 ∈ 𝑄，𝑚0 ∈𝑀 . 由于{𝑥𝑖}𝑖∈𝐼是𝑅-模𝑀的一组基，存在𝑦1, · · · , 𝑦𝑚 ∈ {𝑥𝑖}𝑖∈𝐼，𝑞1, · · · , 𝑞𝑚 ∈ 𝑅 使得

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑥𝑖 = 𝑞0𝑚0 = 𝑞0

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗𝑦𝑗 .

4) 令

{𝑧1, · · · , 𝑧𝑠} = {𝑥1, · · · , 𝑥𝑛} ∩ {𝑦1, · · · , 𝑦𝑚}.

不妨设

{𝑧1, · · · , 𝑧𝑠} = {𝑥1, · · · , 𝑥𝑠} = {𝑦1, · · · , 𝑦𝑠}.

其中，𝑠 ≤ min{𝑚,𝑛}. 那么

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑥𝑖 − 𝑞0

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗𝑦𝑗 =

𝑠∑︁
𝑙=1

(𝑟𝑙 − 𝑞0𝑞𝑙)𝑧𝑙 +

𝑛∑︁
𝑖=𝑠+1

𝑟𝑖𝑥𝑖 − 𝑞0

𝑚∑︁
𝑗=𝑠+1

𝑞𝑗𝑦𝑗 = 0.

由于

{𝑧1, · · · , 𝑧𝑠, 𝑥𝑠+1, · · · , 𝑥𝑛, 𝑦𝑠+1, · · · , 𝑦𝑚} ⊆ {𝑥𝑖}𝑖∈𝐼 .

它们线性无关，从而

𝑟𝑙 = 𝑞0𝑞𝑙 ∈ (𝑞0) ⊆ 𝑄, 𝑙 = 1, · · · , 𝑠.

𝑟𝑖 = 0, 𝑞0𝑞𝑗 = 0, 𝑖 = 𝑠+ 1, · · · , 𝑛, 𝑗 = 𝑠+ 1, · · · ,𝑚.

故

𝑟1 +𝑄 = · · · = 𝑟𝑛 +𝑄 = 0 +𝑄.

于是

{𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 +𝑄𝑀}𝑖∈𝐼

在𝑅/𝑄上线性无关，从而构成𝑀/𝑄𝑀的一组基.

Remark.

{𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 +𝑄𝑀}𝑖∈𝐼

之中可能会有0. 要把它剔除出去.

习习习题题题 1.20.

给定𝑅-模正合列

0 −→ 𝐾
𝑖−→ 𝑃

𝜋−→𝑀 −→ 0

与

0 −→ 𝐾 ′ 𝑖′−→ 𝑃 ′ 𝜋′

−→𝑀 −→ 0.

其中𝑃与𝑃 ′是投射模. 证明：

𝐾 ⊕ 𝑃 ′ ∼= 𝐾 ′ ⊕ 𝑃.

Proof. 1) 考虑正合交换图表

0 // 𝐾
𝛽𝑖

!!
𝛼

��

// 𝑖 // 𝑃
𝜋

    
𝛽

��

𝜋 // // 𝑀 // 0

0 // 𝐾 ′ // 𝑖
′
// 𝑃 ′ 𝜋′

// // 𝑀 // 0
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由于𝑃是投射模，存在𝛽 : 𝑃 −→ 𝑃 ′使得

𝜋′𝛽 = 𝜋.

由第二行正合知，𝐾 ′ ∼= ker𝜋′，而由第一行正合知

𝜋′𝛽𝑖 = 𝜋𝑖 = 0.

由ker𝜋′的泛性质知，存在𝛼 : 𝐾 −→ 𝐾 ′使得

𝛽𝑖 = 𝑖′𝛼.

2) 考虑序列

0 −→ 𝐾
𝜃−→ 𝑃 ⊕𝐾 ′ 𝜓−→ 𝑃 ′ −→ 0.

其中

𝜃 : 𝑥 ↦→
(︀
𝑖(𝑥), 𝛼(𝑥)

)︀
, 𝜓 : (𝑢, 𝑦) ↦→ 𝛽(𝑢) − 𝑖′(𝑦).

下面，我们证明，该序列正合.

由于𝑖是单同态，则𝜃是单同态. ∀𝑢′ ∈ 𝑃 ′，由于𝜋是满同态，对于𝜋′(𝑢′) ∈𝑀，存在𝑢 ∈ 𝑃使得

𝜋(𝑢) = 𝜋′(𝑢′).

而𝑢′ − 𝛽(𝑢) ∈ ker𝜋′ = im𝑖′，存在𝑦 ∈ 𝐾 ′使得

𝑢′ − 𝛽(𝑢) = −𝑖′(𝑦).

故𝜓(𝑢, 𝑦) = 𝑢′，从而𝜓是满同态.

下面只需验证𝑃 ⊕𝐾 ′处的正合性.

显然，∀𝑥 ∈ 𝐾 ′

𝜓𝜃(𝑥) = 𝜓
(︀
𝑖(𝑥), 𝛼(𝑥)

)︀
= 𝛽

(︀
𝑖(𝑥)

)︀
− 𝑖′

(︀
𝛼(𝑥)

)︀
= 0.

从而，im𝜃 ⊆ ker𝜓.

∀(𝑢, 𝑦) ∈ ker𝜓

𝛽(𝑢) = 𝑖′(𝑦).

于是

𝜋(𝑢) = 𝜋′(︀𝛽(𝑢)
)︀

= 𝜋′(︀𝑖′(𝑦)
)︀

= 0.

故存在𝑥 ∈ 𝐾使得𝑢 = 𝑖(𝑥)，从而

𝑖′(𝑦) = 𝛽(𝑢) = 𝛽
(︀
𝑖(𝑥)

)︀
= 𝑖′

(︀
𝛼(𝑥)

)︀
.

而𝛼为单射，故𝑦 = 𝛼(𝑥). 从而

(𝑢, 𝑦) = 𝜃(𝑥) ∈ im𝜃.

故im𝜃 ⊇ ker𝜓.

于是，im𝜃 = ker𝜓. 从而，𝑃 ⊕𝐾 ′处正合.

注意到𝑃 ′是投射模，故该正合列分裂，从而

𝑃 ⊕𝐾 ′ ∼= 𝐾 ⊕ 𝑃 ′.
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Remark. 1) 该命题的对偶命题也成立，即：

给定𝑅-模正合列

0 −→𝑀
𝑖−→ 𝐸

𝑝−→ 𝑄 −→ 0

与

0 −→𝑀
𝑖′−→ 𝐸′ 𝑝′−→ 𝑄′ −→ 0.

其中𝐸与𝐸′是内射模. 则

𝑄⊕ 𝐸′ ∼= 𝑄′ ⊕ 𝐸.

Proof. 考虑正合交换图表

0 // 𝑀 //
𝑖 // 𝐸

𝜋 // // 𝑄 // 0

0 // 𝑀
>>

𝑖

>>

// 𝑖′ // 𝐸′

𝜋𝛽
>>

𝜋′
// //

𝛽

OO

𝑄′

𝛼

OO

// 0

由于𝐸是内射模，存在𝛽 : 𝐸′ −→ 𝐸使得

𝑖 = 𝛽𝑖′.

由第二行正合知，𝑄′ ∼= coker𝑖′. 由第一行正合知

𝜋𝛽𝑖′ = 𝜋𝑖 = 0.

由coker的泛性质知，存在𝛼 : 𝑄′ −→ 𝑄使得

𝛼𝜋′ = 𝜋𝛽.

考虑序列

0 −→ 𝐸′ 𝜃−→ 𝐸 ⊕𝑄′ 𝜓−→ 𝑄 −→ 0.

其中

𝜃 : 𝑒′ ↦−→
(︀
𝛽(𝑒′), 𝜋′(𝑒′)

)︀
, 𝜓 : (𝑢, 𝑦) ↦−→ 𝜋(𝑢) − 𝛼(𝑦).

下面，我们证明，该序列正合.

若(𝛽(𝑒′), 𝜋′(𝑒′)
)︀

= 0，则𝑒′ ∈ ker𝜋′ = im𝑖′，存在𝑚 ∈𝑀使得

𝑖′(𝑚) = 𝑒′.

此时

0 = 𝛽(𝑒′) = 𝛽𝑖′(𝑚) = 𝑖(𝑚).

由𝑖是单射知，𝑚 = 0. 从而，𝑒′ = 𝑖′(𝑚) = 0. 故𝜃是单射. 于是，𝐸′ 处正合.

∀𝑞 ∈ 𝑄，由于𝜋是满射，存在𝑢 ∈ 𝐸使得

𝜋(𝑢) = 𝑞.

于是

𝜓(𝑢, 0) = 𝜋(𝑢) − 𝛼(0) = 𝑞.

从而，𝜓是满射. 于是，𝑄处正合.

显然，∀𝑒′ ∈ 𝐸

𝜓𝜃(𝑒′) = 𝜓(𝛽(𝑒′), 𝜋′(𝑒′)
)︀

= 𝜋𝛽(𝑒′) − 𝛼𝜋′(𝑒) = 0.
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从而，im𝜃 ⊆ ker𝜓.

若(𝑢, 𝑦) ∈ ker𝜓，则

𝜋(𝑢) = 𝛼𝑦.

由𝜋′是满射知，存在𝑒′ ∈ 𝐸′使得

𝑦 = 𝜋′(𝑒′).

此时

𝜋(𝑢) = 𝛼𝑦 = 𝛼𝜋′(𝑒′) = 𝜋𝛽(𝑒′).

故𝑢− 𝛽(𝑒′) ∈ ker𝜋 = im𝑖. 存在𝑚 ∈𝑀使得

𝑢− 𝛽(𝑒′) = 𝑖(𝑚) = 𝛽𝑖′(𝑚).

从而

𝑢 = 𝛽
(︀
𝑖′(𝑚) + 𝑒′

)︀
, 𝜋′(︀𝑖′(𝑚) + 𝑒′

)︀
= 𝜋′(𝑒′) = 𝑦.

故

𝜃(𝑖′(𝑚) + 𝑒′) =
(︀
𝛽(𝑖′(𝑚) + 𝑒′), 𝜋′(𝑖′(𝑚) + 𝑒′)

)︀
= (𝑢, 𝑦).

于是，(𝑢, 𝑦) ∈ im𝜃. 即im𝜃 ⊇ ker𝜓.

综上所示，im𝜃 = ker𝜓. 从而，𝐸 ⊕𝑄′处正合.

注意到，𝐸′是内射模. 从而，上述正合列分裂. 故

𝐸 ⊕𝑄′ ∼= 𝐸′ ⊕𝑄.

2) 利用正合图表的性质，我们有一个更加漂亮的证明.

考虑正合交换图表

0 // 𝐾 ⊕ 𝑃 ′ //𝑖⊕id𝑃 ′ // 𝑃 ⊕ 𝑃 ′ (𝜋,0) // // 𝑀 // 0

0 // 𝑆

𝜆 ∼=

OO

// 𝑓 //99

𝜃𝑓
99

𝑃 ⊕ 𝑃 ′

𝜃 ∼=

OO

(𝜋,𝜋′) // // 𝑀

id𝑀
∼=

// 0

其中，𝑆 := ker(𝜋, 𝜋′).

由于𝑃是投射模，存在𝜏 : 𝑃 ′ −→ 𝑃使得

𝜋′ = 𝜋𝜏.

𝑃

𝜋

��
𝑃 ′

𝜏

>>

𝜋′
// // 𝑀 // 0

令

𝜃 :=

(︃
1 𝜏

0 1

)︃
.

容易验证，𝜃是𝑅-模同态，其逆映射为

𝜃−1 =

(︃
1 −𝜏
0 1

)︃
.
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并且

(𝜋, 0)𝜃 = (𝜋, 0)

(︃
1 𝜏

0 1

)︃
= (𝜋, 𝜋𝜏) = (𝜋, 𝜋′).

从而，𝜃即为我们所需要的同构.

显然

(𝜋, 0)𝜃𝑓 = (𝜋, 𝜋′)𝑓 = 0.

由ker(𝜋, 0)的泛性质知，存在同态𝜆 : 𝑆 −→ 𝐾 ⊕ 𝑃 ′. 由蛇形引理易知，𝜆是同构.

对于正合交换图表

0 // 𝑃 ⊕𝐾 ′ //id𝑃⊕𝑖′ // 𝑃 ⊕ 𝑃 ′(0,𝜋
′) // // 𝑀 // 0

0 // 𝑆

𝜆′ ∼=

OO

// 𝑓 //99

𝜃′𝑓
99

𝑃 ⊕ 𝑃 ′

𝜃′ ∼=

OO

(𝜋,𝜋′) // // 𝑀

id𝑀
∼=

// 0

其中，𝑆 := ker(𝜋, 𝜋′).

由于𝑃 ′是投射模，存在𝜏 ′ : 𝑃 −→ 𝑃 ′使得

𝜋 = 𝜋′𝜏 ′.

𝑃 ′

𝜋′

��
𝑃

𝜏 ′
>>

𝜋 // // 𝑀 // 0

令

𝜃′ :=

(︃
1 0

𝜏 ′ 1

)︃
.

容易验证，𝜃′是𝑅-模同态，其逆映射为

𝜃′−1 =

(︃
1 0

−𝜏 ′ 1

)︃
.

并且

(0, 𝜋′)𝜃 = (0, 𝜋′)

(︃
1 0

𝜏 ′ 1

)︃
= (𝜋′𝜏 ′, 𝜋′) = (𝜋, 𝜋′).

从而，𝜃′即为我们所需要的同构.

显然

(0, 𝜋′)𝜃′𝑓 = (𝜋, 𝜋′)𝑓 = 0.

由ker(0, 𝜋′)的泛性质知，存在同态𝜆′ : 𝑆 −→ 𝑃 ⊕𝐾 ′. 由蛇形引理易知，𝜆是同构.

现在，我们有正合交换图表

0 // 𝐾 ⊕ 𝑃 ′ //𝑖⊕id𝑃 ′ // 𝑃 ⊕ 𝑃 ′ (𝜋,0) // // 𝑀 // 0

0 // 𝑆

𝜆 ∼=

OO

𝜆′ ∼=
��

// 𝑓 //99

𝜃𝑓
99

%%

𝜃′𝑓 %%

𝑃 ⊕ 𝑃 ′

𝜃 ∼=

OO

𝜃′ ∼=
��

(𝜋,𝜋′) // // 𝑀

id𝑀
∼=

id𝑀
∼=

// 0

0 // 𝑃 ⊕𝐾 ′ //
id𝑃⊕𝑖′

// 𝑃 ⊕ 𝑃 ′(0,𝜋
′) // // 𝑀 // 0
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显然，𝜆𝜆′−1与𝜆′𝜆−1是同构.

考虑正合交换图表

0 // 𝑀 //
(𝑖,0)// 𝐸 ⊕ 𝐸′

𝜃 ∼=
��

𝑔𝜃

%%

𝜋⊕id𝐸′// // 𝑄⊕ 𝐸′ //

𝜆 ∼=
��

0

0 // 𝑀

id𝑀
∼=

// (𝑖,𝑖′)// 𝐸 ⊕ 𝐸′ 𝑔 // // 𝑇 // 0

其中，𝑇 := coker(𝑖, 𝑖′).

由于𝐸′是内射模，存在𝜏 : 𝐸 −→ 𝐸′使得

𝑖′ = 𝜏𝑖.

𝐸′

0 // 𝑀 //
𝑖 //

𝑖′

OO

𝐸

𝜏

``

令

𝜃 :=

(︃
1 0

𝜏 1

)︃
.

容易验证，𝜃是𝑅-模同态，其逆映射为

𝜃−1 =

(︃
1 0

−𝜏 1

)︃
.

并且

𝜃

(︃
𝑖

0

)︃
=

(︃
1 0

𝜏 1

)︃(︃
𝑖

0

)︃
=

(︃
𝑖

𝜏 𝑖

)︃
=

(︃
𝑖

𝑖′

)︃
.

从而，𝜃即为我们所需要的同构.

显然

𝑔𝜃

(︃
𝑖

0

)︃
= 𝑔

(︃
𝑖

𝑖′

)︃
= 0.

由coker(𝑖, 0)的泛性质知，存在同态𝜆 : 𝑄⊕ 𝐸′ −→ 𝑇 . 由蛇形引理易知，𝜆是同构.

对于正合交换图表

0 // 𝑀 //
(0,𝑖′)// 𝐸 ⊕ 𝐸′

𝜃′ ∼=
��

𝑔𝜃′

%%

id𝐸⊕𝜋′
// // 𝐸 ⊕𝑄′ //

𝜆′ ∼=
��

0

0 // 𝑀

id𝑀
∼=

// (𝑖,𝑖′)// 𝐸 ⊕ 𝐸′ 𝑔 // // 𝑇 // 0

其中，𝑇 := coker(𝑖, 𝑖′).

由于𝐸是内射模，存在𝜏 ′ : 𝐸′ −→ 𝐸使得

𝑖 = 𝜏 ′𝑖′.
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𝐸

0 // 𝑀 //
𝑖′ //

𝑖

OO

𝐸′

𝜏 ′
``

令

𝜃′ :=

(︃
1 𝜏 ′

0 1

)︃
.

容易验证，𝜃′是𝑅-模同态，其逆映射为

𝜃′−1 =

(︃
1 −𝜏 ′

0 1

)︃
.

并且

𝜃′

(︃
0

𝑖′

)︃
=

(︃
1 𝜏 ′

0 1

)︃(︃
0

𝑖′

)︃
=

(︃
𝜏 ′𝑖′

𝑖′

)︃
=

(︃
𝑖

𝑖′

)︃
.

从而，𝜃′即为我们所需要的同构.

显然

𝑔𝜃′

(︃
0

𝑖′

)︃
= 𝑔

(︃
𝑖

𝑖′

)︃
= 0.

由coker(0, 𝑖′)的泛性质知，存在同态𝜆′ : 𝐸 ⊕𝑄′ −→ 𝑇 . 由蛇形引理易知，𝜆′是同构.

现在，我们有正合交换图表

0 // 𝑀 //
(𝑖,0)// 𝐸 ⊕ 𝐸′

𝜃 ∼=
��

𝑔𝜃

%%

𝜋⊕id𝐸′// // 𝑄⊕ 𝐸′ //

𝜆 ∼=
��

0

0 // 𝑀

id𝑀
∼=

id𝑀
∼=

// (𝑖,𝑖′)// 𝐸 ⊕ 𝐸′ 𝑔 // // 𝑇 // 0

0 // 𝑀 //
(0,𝑖′)// 𝐸 ⊕ 𝐸′

𝜃′ ∼=

OO

𝑔𝜃′

99

id𝐸⊕𝜋′
// // 𝐸 ⊕𝑄′ //

𝜆′ ∼=

OO

0

显然，𝜆′−1𝜆与𝜆−1𝜆′是同构.

习习习题题题 1.22.

1) 证明𝑅-模范畴ℛ-mod中零模是零对象.

2) 证明在集合范畴𝒮ets中，空集∅是始对象，单点集是终对象，但它没有零对象.

Proof. 1) ∀𝑀 ∈ ℛ-mod，∀𝑓 ∈ Hom𝑅(0,𝑀). 𝑓作为群同态，一定有𝑓(0) = 0. 从而Hom𝑅(0,𝑀)中的元素唯

一. 故零模是始对象.

由于零模作为单点集，对任意𝑅-模𝑀，𝑀到零模的同态可视作集合间的映射，而到单点集的映射唯一，

从而Hom𝑅(𝑀, 0)中的元素唯一. 故零模也是终对象

于是，零模是零对象.
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2) 由于

|Hom(∅, 𝑆)| = |𝑆||∅| = |𝑆|0 = 1, ∀𝑆 ∈ 𝒮et.

从而，Hom(∅, 𝑆)中的元素唯一. 故空集∅是始对象，但它不是终对象，因为

|Hom(𝑆,∅)| = |∅||𝑆| = 0|𝑆| = 0, ∀𝑆 ̸= ∅.

从而

Hom(𝑆,∅) = ∅, ∀𝑆 ̸= ∅.

任意集合到单点集的映射唯一，即

|Hom
(︀
𝑆, {𝑒}

)︀
| =

⃒⃒
{𝑒}
⃒⃒|𝑆|

= 1|𝑆| = 1, ∀𝑆 ∈ 𝒮et.

从而单点集是终对象. 但它不是始对象，因为

|Hom
(︀
{𝑒}, 𝑆

)︀
| = |𝑆||{𝑒}| = |𝑆|1 > 1, ∀|𝑆| > 1.

若集合范畴𝒮ets中有零对象𝑆0，则它是终对象. 从而对任意集合𝑆

|Hom(𝑆, 𝑆0)| = |𝑆0||𝑆| = 1.

这说明|𝑆0| = 1是单点集. 但单点集不是始对象. 故集合范畴𝒮ets中没有零对象.

习习习题题题 1.23.

设𝑅是整环，𝑀是自由𝑅-模. 证明：若𝑟𝑚 = 0，其中𝑟 ∈ 𝑅而𝑚 ∈𝑀，则𝑟 = 0或𝑚 = 0.

Proof. 设𝜙 : 𝑀 −→
⨁︀
𝑖∈𝐼

𝑅𝑒𝑖为同构，其中{𝑒𝑖}𝑖∈𝐼是𝑀的一组基. 若𝑟𝑚 = 0，则

0 = 𝜙(𝑟𝑚) = 𝑟𝜙(𝑚) = 𝑟(𝑟𝑖)𝑖∈𝐼 .

由于𝑅是整环，故𝑟 = 0或(𝑟𝑖)𝑖∈𝐼 = 0，从而𝑟 = 0或𝑚 = 𝜙−1
(︀
(𝑟𝑖)𝑖∈𝐼

)︀
= 0.

习习习题题题 1.24.

证明：

1) 内射模的直和项还是内射模.

2) 内射模的直积还是内射模.

3) 有限项时，直和与直积等价.

Proof. 1) 设𝐸 = 𝑀 ⊕𝑁 ∼= 𝑀 ×𝑁，𝜂1 : 𝑀 � 𝐸

𝑚 ↦→ (𝑚, 0)

为典范嵌入.

𝐸

𝑀
OO
𝜂1

OO

0 // 𝐵

𝜙1

OO𝜙

KK

// 𝜏 // 𝐴

𝜓1

ff
𝜓

^^
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若𝜙1 : 𝐵 −→𝑀给定，令𝜙 = 𝜂1𝜙1 : 𝐵 −→𝑀 . 由于𝐸是内射模，存在𝜓 : 𝐴 −→ 𝐸使得

𝜙 = 𝜓𝜏.

令𝜋1 : 𝐸 −→𝑀

(𝑚,𝑛) ↦→ 𝑚

为典范投射，则𝜋1𝜂1 = id𝑀，即

𝜋1𝜙 = 𝜋1𝜂1𝜙1 = 𝜙1.

故

𝜋1𝜙 = 𝜙1.

令𝜓1 = 𝜋1𝜓，则

𝜓1𝜏 = 𝜋1𝜓𝜏 = 𝜋1𝜙 = 𝜙1.

从而，𝑀是内射模.

同理可知，𝑁也是内射模.

2) 令𝐸 :=
∏︀
𝜆∈Λ

𝐸𝜆，𝜋𝜆 : 𝐸 � 𝐸𝜆为典范投射.

𝐸

𝜋𝜆

����
𝐸𝜆

0 // 𝐵

𝜙𝜆

OO
𝜙

KK

// 𝜏 // 𝐴

𝜓𝜆

ff
𝜓

^^

若𝜙 : 𝐴 −→ 𝐸，𝜏 : 𝐴� 𝐵取定，令

𝜙𝜆 = 𝜋𝜆𝜙 : 𝐴 −→ 𝐸𝜆.

由于𝐸𝜆是内射模，存在𝜓𝜆 : 𝐴 −→ 𝐸𝜆 使得

𝜙𝜆 = 𝜓𝜆𝜏.

由于(𝐸, 𝜋𝜆)是{𝐸𝜆}𝜆∈Λ的直积，由直积的泛性质知，存在唯一的𝜓 : 𝐴 −→ 𝐸使得

𝜋𝜆𝜓 = 𝜓𝜆.

于是

𝜋𝜆𝜓𝜏 = 𝜓𝜆𝜏 = 𝜙𝜆.

由直积的泛性质知，满足方程

𝜋𝜆𝑓 = 𝜙𝜆

的𝑓 : 𝐴 −→ 𝐸是唯一的. 故

𝜓𝜏 = 𝜙.

从而，𝐸是内射模.

Remark. 1) 任何一个模都是某个内射模的子模，即任何一个模都可嵌入某个内射模(内射包).

2) 无穷多个内射𝑅-模的直和不一定是内射模. 事实上，当且仅当𝑅是Noether环时，该命题才成立.
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Proof. =⇒) 若𝑅是Noether环，由Bear判别法知，只需证明：

𝐸 =
⨁︀

𝑘∈𝐾 𝐸𝑘

0 // 𝐼

𝑓

OO

𝑖 // 𝑅

𝑔
ff

其中，𝐼是𝑅的理想.

∀𝑥 = (𝑒𝑘)𝑘∈𝐾 ∈ 𝐸，令

Supp(𝑥) := {𝑘 ∈ 𝐾 : 𝑒𝑘 ̸= 0}.

由直和定义知，Supp(𝑥)是一个有限集.

由于𝑅是Noether环，𝐼是有限生成的. 不妨设

𝐼 = (𝑎1, · · · , 𝑎𝑛).

则

Supp
(︀
𝑓(𝑎1)

)︀
, · · · ,Supp

(︀
𝑓(𝑎𝑛)

)︀
都是有限集. 因此，∀𝑟 ∈ 𝐼

Supp(𝑟) ⊆ 𝑆 :=

𝑛⋃︁
𝑖=1

Supp
(︀
𝑓(𝑎𝑖)

)︀
.

故

im𝑓 ⊆
⨁︁
𝑙∈𝑆

𝐸𝑙.

而
⨁︀
𝑙∈𝑆

𝐸𝑙是内射模，由Bear判别法知，存在𝑓 ′ : 𝐼 −→
⨁︀

𝑙∈𝑆 𝐸𝑙

𝑟 ↦−→ 𝑓(𝑟)

从𝐼到𝑅的延拓

𝑔′ : 𝑅 −→
⨁︁
𝑙∈𝑆

𝐸𝑙.

于是有

𝑅
𝑔′−→
⨁︁
𝑙∈𝑆

𝐸𝑙
𝑖−→
⨁︁
𝑘∈𝐾

𝐸𝑘.

故

𝑔 := 𝑖 ∘ 𝑔′ : 𝑅 −→
⨁︁
𝑘∈𝐾

𝐸𝑘

是𝑓的延拓.

⇐=) 我们证明：若𝑅不是Noether环，那么存在𝑅的理想𝐼以及内射𝑅-模𝐸，对于某个𝑓 : 𝐼 −→ 𝐸，它不

能延拓至𝑅到𝐸 的同态.

由于𝑅不是Noether，存在𝑅中的严格理想升链

𝐼1 ⊂ 𝐼2 ⊂ · · · ⊂ 𝐼𝑛 ⊂ · · · .

令𝐼 :=
⋃︀
𝑖=N

𝐼𝑖，则

𝐼/𝐼𝑖 ̸= {0}, ∀𝑖 ∈ N.

由于任意𝑅-模都可以嵌入到某个内射𝑅-模中，不妨设𝐼/𝐼𝑖嵌入到𝐸𝑖 中. 那么，
⨁︀
𝑖∈N

𝐸𝑖 不可能是内射模.
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令𝜋𝑖 : 𝐼 −→ 𝐼/𝐼𝑖为自然投射. ∀𝑎 ∈ 𝐼，存在𝑁 ∈ N使得𝑛 > 𝑁时，𝜋𝑛(𝑎) = 0. 因此，𝑓 : 𝐼 −→
∏︀
𝑖∈N

𝐼/𝐼𝑖

𝑎 ↦−→ (𝜋𝑖(𝑎))𝑖∈N

满足im𝑓 ⊆
⨁︀
𝑖∈N

𝐼/𝐼𝑖. 即：∀𝑎 ∈ 𝐼，𝑓(𝑎)的分量只有有限个不为零.

对于

𝐼
𝑓−→
⨁︁
𝑖∈N

𝐼/𝐼𝑖
𝑖−→
⨁︁
𝑖∈N

𝐸𝑖.

若
⨁︀
𝑖∈N

𝐸𝑖内射模，由Bear判别法知，存在𝑖 ∘ 𝑓从𝐼到𝑅的延拓𝑔 : 𝑅 −→
⨁︀
𝑖∈N

𝐸𝑖. 不妨设

𝑔(1) = (𝑒𝑘)𝑘∈N.

∀𝑚 ∈ N，存在𝑎𝑚 ∈ 𝐼使得

𝑎𝑚 ∈ 𝐼, 𝑎𝑚 /∈ 𝐼𝑚.

于是

𝜋𝑚(𝑎𝑚) ̸= 0.

但

𝑓(𝑎𝑚) = 𝑔(𝑎𝑚) = 𝑎𝑚𝑔(1) = 𝑎𝑚(𝑒𝑘)𝑘∈N = (𝑎𝑚𝑒𝑘)𝑘∈N.

故

𝑎𝑚𝑒𝑚 = 𝜋𝑚(𝑎𝑚) ̸= 0.

从而

𝑒𝑚 ̸= 0, ∀𝑚 ∈ N.

这与𝑔(1) ∈
⨁︀
𝑖∈N

𝐸𝑖矛盾.

习习习题题题 1.25.

证明：

1) 投射模的直和是投射模.

2) 投射模的直和项是投射模.

3) 有限项时，直和与直积等价.

Proof. 1) 令𝑃 :=
⨁︀
𝜆∈Λ

𝑃𝜆，𝜂𝜆 : 𝑃𝜆� 𝑃为典范嵌入.

𝑃

𝜓

��

𝜙

��

𝑃𝜆

𝜎𝜆

��

𝜓𝜆

xx

OO
𝜂𝜆

OO

𝐴
𝜏 // // 𝐵 // 0

若𝜙 : 𝑃 −→ 𝐵，𝜏 : 𝐴� 𝐵取定，令

𝜎𝜆 = 𝜙𝜂𝜆 : 𝑃𝜆 −→ 𝐵.
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由{𝑃𝜆}𝜆∈Λ是投射模知，存在𝜓𝜆 : 𝑃𝜆 −→ 𝐴使得

𝜎𝜆 = 𝜏𝜓𝜆.

显然，(𝑃, 𝜂𝜆)是{𝑃𝜆}𝜆∈Λ的上积. 于是，由上积的泛性质知，存在唯一的𝜓 : 𝑃 −→ 𝐴使得

𝜓𝜆 = 𝜓𝜂𝜆.

因此

𝜏𝜓𝜂𝜆 = 𝜏𝜓𝜆 = 𝜎𝜆 = 𝜙𝜂𝜆.

而𝜂𝜆是典范嵌入，因此，由上积(𝑃, 𝜂𝜆)的泛性质知，满足方程

𝜎𝜆 = 𝑓𝜂𝜆

的𝑓 : 𝑃 −→ 𝐵是唯一的. 故

𝜙 = 𝜏𝜓.

从而，𝑃是投射模.

2) 设𝑃 = 𝑀 ⊕𝑁，𝜂1 : 𝑀 � 𝑃，𝜂2 : 𝑀 � 𝑃 为典范嵌入.

𝑃

𝜓

��

𝜙

��

𝑀

𝜙1

��

𝜓1

xx

OO
𝜂1

OO

𝐴
𝜏 // // 𝐵 // 0

, 𝑃

𝜓

��

𝜙

��

𝑁

𝜙2

��

𝜓2

xx

OO
𝜂2

OO

𝐴
𝜏 // // 𝐵 // 0

若𝜙1 : 𝑀 −→ 𝐵，𝜙2 : 𝑁 −→ 𝐵，𝜏 : 𝐴� 𝐵取定. 由于(𝑃, 𝜂𝑖)为𝑀,𝑁的上积，存在唯一的𝜙 : 𝑃 −→ 𝐵使得

𝜙1 = 𝜙𝜂1, 𝜙2 = 𝜙𝜂2.

由于𝑃是投射模，存在𝜓 : 𝑃 −→ 𝐴使得

𝜙 = 𝜏𝜓.

令𝜓1 = 𝜓𝜂1 : 𝑀 −→ 𝐴，𝜓2 = 𝜓𝜂2 : 𝑁 −→ 𝐴则

𝜏𝜓1 = 𝜏𝜓𝜂1 = 𝜙𝜂1 = 𝜙,

𝜏𝜓2 = 𝜏𝜓𝜂2 = 𝜙𝜂2 = 𝜙.

从而，𝑀,𝑁是投射模.

Remark. 利用“𝑃是投射模当且仅当𝑃是自由模的直和项”，可以得到一个简单的证明.

Proof. 1) 设{𝑃𝑖}𝑖∈𝐼是一族投射模. 对每一个𝑃𝑖，存在自由模𝐹𝑖及其子模𝑄𝑖使得𝐹𝑖 = 𝑃𝑖 ⊕𝑄𝑖. 于是⨁︁
𝑖∈𝐼

𝐹𝑖 =
⨁︁
𝑖∈𝐼

(𝑃𝑖 ⊕𝑄𝑖) =
⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑃𝑖 ⊕
⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑄𝑖

是自由模. 若𝑋𝑖是𝐹𝑖的一组基，则
⋃︀
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖是
⨁︀
𝑖∈𝐼

𝐹𝑖的一组基. 于是，作为直和项，
⨁︀
𝑖∈𝐼

𝑃𝑖是投射模.

2) 设𝑃是投射模，则它是某个自由模𝐹的直和项，若𝑃 ′是投射模𝑃的直和项，则它自然也是自由模𝐹的直

和项，从而𝑃 ′是投射模.
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3) 投射模的无穷直积不一定是投射模. 这是因为自由模的无穷直积不一定是自由模. 例如：Z-模
∞∏︀
𝑖=1

Z𝑖 不

是自由Z模，也不是投射Z模(PID Z上的投射模和自由模等价). 这是个著名的例子. 事实上，Baer证明了它

没有任何基.

4) 投射但不自由的反例：Z/6Z是自由Z/6Z-模.

Z/6Z ∼= Z/2Z⊕ Z/3Z.

故Z/2Z,Z/3Z是投射Z/6Z-模，但它们不自由.

5) 任何一个模都是某个自由模的商模，即某个自由模的同态象. 任何一个模都是某个投射模的商模，即

某个投射模的同态象.

习习习题题题 1.26.

设𝑅是整环. 证明：

1) 若𝑅在ℛ-mod范畴中是内射模，则𝑅是域.

2) 若𝑅不是域，则ℛ-mod范畴中既是投射模又是内射模的只能是零模.

Proof. 1) 𝑅是整环，若𝑅是内射𝑅-模，则由引理1.104知，𝑅是可除模. 对1 ∈ 𝑅，∀𝑟 ∈ 𝑅，存在𝑟′ ∈ 𝑅使得

1 = 𝑟𝑟′.

因此，𝑅中元素都可逆，从而是一个域.

2) 若不然，则存在𝑀 ̸= {0}使得𝑀既是投射模又是内射模. 此时，我们将得到矛盾：𝑅是一个域.

根据Joseph J. Rotman An Introduction to Homological Algebra Exercise 3.18的Hints，证明分为

以下几步.

∙ Hom𝑅(𝑀,𝑅) ̸= {0}.

由于𝑀 ̸= {0}，取0 ̸= 𝑥 ∈𝑀 . 由命题1.93知，对于投射模𝑀，存在{𝑚𝑖 ∈𝑀}𝑖∈𝐼与{𝜙𝑖 ∈ Hom𝑅(𝑀,𝑅)}𝑖∈𝐼使
得

𝑥 =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝜙𝑖(𝑥)𝑚𝑖.

于是，必有某个𝜙𝑖 ∈ Hom𝑅(𝑀,𝑅)使得𝜙𝑖(𝑥) ̸= 0.

∙ ∀0 ̸= 𝑓 ∈ Hom(𝑀,𝑅)，存在0 ̸= 𝑚 ∈𝑀，使得𝑓(𝑚) = 1.

由于𝑓 ̸= 0，存在0 ̸= 𝑚′ ∈𝑀，0 ̸= 𝑟 ∈ 𝑅，使得

𝑓(𝑚′) = 𝑟.

由于𝑀是可除模，存在𝑚使得

𝑚′ = 𝑟𝑚.

此时

𝑟 = 𝑓(𝑚′) = 𝑓(𝑟𝑚) = 𝑟𝑓(𝑚).

而𝑅是整环，有消去律. 故

𝑓(𝑚) = 1.

∙ 𝑅是一个域.
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∀0 ̸= 𝑟 ∈ 𝑅，存在̃︀𝑚使得
1 = 𝑓(𝑚) = 𝑓(𝑟 ̃︀𝑚) = 𝑟𝑓(̃︀𝑚).

于是

𝑟−1 = 𝑓(̃︀𝑚).

故𝑅是一个域.

Remark. 1) Hom𝑅(𝑀,𝑅) ̸= {0}的另一种证明.

由于𝑀是投射模，存在𝑁使得𝑀 ⊕𝑁是自由模. 于是

𝑀 ⊕𝑁 ∼=
⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑅𝑖.

考虑典范嵌入

𝑖 : 𝑀 ⊕𝑁 −→
∏︁
𝑖∈𝐼

𝑅𝑖.

那么正合列

0 −→𝑀 ⊕𝑁 −→
∏︁
𝑖∈𝐼

𝑅𝑖

诱导下列正合

0 −→ Hom𝑅

(︀
𝑀,𝑀 ⊕𝑁

)︀
−→ Hom𝑅

(︂
𝑀,
∏︁
𝑖∈𝐼

𝑅𝑖

)︂
.

但

Hom𝑅

(︂
𝑀,
∏︁
𝑖∈𝐼

𝑅𝑖

)︂
∼=
∏︁
𝑖∈𝐼

Hom𝑅(𝑀,𝑅𝑖).

故

Hom𝑅

(︀
𝑀,𝑀 ⊕𝑁

)︀
̸= {0} =⇒ Hom𝑅(𝑀,𝑅) ̸= {0}.

2) 平坦但不投射的例子.

Q是可除Z-模，而PID上的可除模是内射模. 由于Z是整环不是域，因此Q不是投射Z-模，自然也不是自

由Z-模. 但Q是无扭Z-模，PID 上的无扭模是平坦模，故Q是平坦Z-模.

习习习题题题 1.27.

证明𝑅-模𝐸是内射模当且仅当对𝑅的任意理想𝐼，正合列

0 −→ 𝐸
𝑖−→ 𝐵

𝑝−→ 𝑅/𝐼 −→ 0

分裂.

Proof. =⇒) 若𝐸是内射模，则正合列

𝐸

0 // 𝐸

id𝐸

OO

𝑖 // 𝐵

𝑞

__

𝑝 // 𝑅/𝐼 // 0

分裂.
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⇐=) 考虑正合交换图表

0 // 𝐼

𝛾

��

// 𝛼 // 𝑅

𝛾′

��

𝛽 // // 𝑅/𝐼 // 0

0 // 𝐸 //
𝛼′
// 𝐵

𝛽′
// // 𝑅/𝐼 // 0

若𝛾 : 𝐼 −→ 𝐸给定，令(𝐵;𝛼′, 𝛾′)为𝛼与𝛾的推出，即

𝐵 = (𝐸 +𝑅)/𝑆, 𝛼′ : 𝑒 ↦→ (𝑒, 0) + 𝑆, 𝛾′ : 𝑟 ↦→ (0, 𝑟) + 𝑆.

其中

𝑆 := {(𝛾𝑎,−𝛼𝑎) : 𝑎 ∈ 𝐼}.

令

𝛽′ : (𝑒, 𝑟) + 𝑆 ↦→ 𝛽(𝑟).

1) 𝛽′的定义是合理的.

若(𝑒1, 𝑟1) + 𝑆 = (𝑒2, 𝑟2) + 𝑆，则

(𝑒1 − 𝑒2, 𝑟1 − 𝑟2) = (𝑒1, 𝑟1) − (𝑒2, 𝑟2) ∈ 𝑆.

因此，存在𝑎 ∈ 𝐼使得

𝛾(𝑎) = 𝑒1 − 𝑒2, 𝛼(𝑎) = 𝑟2 − 𝑟1.

此时

𝛽′(︀(𝑒2, 𝑟2) + 𝑆
)︀
− 𝛽′(︀(𝑒1, 𝑟1) + 𝑆

)︀
= 𝛽(𝑟2) − 𝛽(𝑟1) = 𝛽(𝑟2 − 𝑟1) = 𝛽

(︀
𝛼(𝑎)

)︀
= 0.

2) 上述定义的𝐵，𝛼′, 𝛽′, 𝛾′使得第二行正合.

若𝛼′(𝑒) = (𝑒, 0) + 𝑆 = 0，则(𝑒, 0) ∈ 𝑆，于是存在𝑎 ∈ 𝐼使得

𝛾(𝑎) = 𝑒, − 𝛼(𝑎) = 0.

而𝛼是单射，从而𝑎 = 0，故𝑒 = 𝛾(𝑎) = 0. 于是，𝛼′是单射. 从而𝐸处正合.

注意到，𝛽′𝛾′ = 𝛽是满射，故𝛽′是满射. 从而𝑅/𝐼处正合.

显然

𝛽′𝛼′(𝑒) = 𝛽′(𝑒, 0) = 𝛽(0) = 0.

故im𝛼′ ⊆ ker𝛽′.

若(𝑒, 𝑟) + 𝑆 ∈ ker𝛽′，则𝑟 ∈ ker𝛽 = im𝛼. 从而，存在𝑎 ∈ 𝐼使得𝛼(𝑎) = 𝑟. 此时

(𝑒, 𝑟) + 𝑆 =
(︀
𝑒, 𝛼(𝑎)

)︀
+ 𝑆 =

(︀
𝑒+ 𝛾(𝑎), 0

)︀
+ 𝑆 = 𝛼′(︀𝑒+ 𝛾(𝑎)

)︀
∈ im𝛼′.

故im𝛼′ ⊇ ker𝛽′.

于是，im𝛼′ = ker𝛽′. 从而，𝐵处正合.

3) 𝛾可由𝐼延拓至𝑅，从而由Baer判别法知，𝐸是内射模.

由题设知，第二行正合列分裂，从而存在𝜋′ : 𝐵 −→ 𝐸使得

𝜋′𝛼′ = id𝐸 .

令𝑓 := 𝜋′𝛾′，则

𝑓 |𝐼 = 𝜋′𝛾′𝛼 = 𝜋′𝛼′𝛾 = 𝛾.

从而，𝑓是𝛾由𝐼到𝑅的延拓.
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Remark. 事实上，对于一般的push-out 𝑀，依然有上述正合交换图表. 即：

0 // 𝐼

𝑓

��

𝑖 // 𝑅

𝑔

��

𝜋 // 𝑅/𝐼 // 0

0 // 𝐸
𝜂 // 𝑀

𝜉 //

𝜉′

!!

𝑅/𝐼 //

𝜙

��

0

𝑋

Proof. 由于

𝐼

𝑓

��

𝑖
// 𝑅

𝑔

��
𝜋

��

𝐸
𝜂 //

0 ++

𝑀
𝜉

!!
𝑅/𝐼

因此，由𝜋是满射且𝜉𝑔 = 𝜋知，𝜉是满射.

只需说明，(𝑅/𝐼, 𝜉)是𝜂的cokernel.

若𝜉′ : 𝑀 −→ 𝑋满足

𝜉′𝜂 = 0.

由

(𝜉′𝑔)𝑖 = (𝜉′𝜂)𝑓 = 0

以及(𝑅/𝐼, 𝜋)是𝑖的cokernel知，存在唯一的𝜙 : 𝑅/𝐼 −→ 𝑋使得

𝜙𝜋 = 𝜉′𝑔.

现在

𝐼

𝑓

��

𝑖
// 𝑅

𝑔

�� 𝜙𝜋

��

𝐸
𝜂 //

0 ,,

𝑀
𝜉′

𝜙𝜉   
𝑋

由push-out的泛性质知

𝜙𝜉 = 𝜉′.

因此，(𝑅/𝐼, 𝜉)是𝜂的cokernel. 从而，第二行正合.

习习习题题题 1.28.

设𝑎 ∈ 𝑅不是零除子，即不存在𝑏 ∈ 𝑅，𝑏 ̸= 0，使得𝑎𝑏 = 0. 证明：对任意平坦𝑅-模𝐹，不存在非零

元𝑥 ∈ 𝐹，使得𝑎𝑥 = 0.
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Proof. 令𝜙 : 𝑅 −→ 𝑅，𝑟 ↦→ 𝑎𝑟. 由于𝑎不是零除子，故

𝑎𝑟 = 0 ⇐⇒ 𝑟 = 0.

从而𝜙是单射. 由于𝐹平坦，因此

𝐹 ⊗𝑅
id𝐹⊗𝜙−−−−→ 𝐹 ⊗𝑅

是单射. 由于

id𝐹 ⊗ 𝜙(𝑥⊗ 1) = 𝑥⊗ 𝑎 = 𝑎𝑥⊗ 1, ∀𝑥 ∈ 𝐹.

从而

𝑥 ↦→ 𝑎𝑥

是单射. 故

𝑎𝑥 = 0 ⇐⇒ 𝑥 = 0.

Remark. 1) 习题1.23中的自由模条件可以改为无扭模、平坦模、投射模(投射模是平坦模)等.

2) 𝑀是可除𝑅模⇐⇒ 𝑟𝑀 = 𝑀，0 ̸= 𝑟 ∈ 𝑅.

习习习题题题 1.29.

设𝑅是整环，𝑄是𝑅的商域. 证明：

𝑄/𝑅⊗𝑄/𝑅 = 0.

Proof. ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅，𝑏, 𝑑 ̸= 1(︁𝑎
𝑏

+𝑅
)︁
⊗
(︁ 𝑐
𝑑

+𝑅
)︁

= 𝑑
(︁ 𝑎
𝑏𝑑

+𝑅
)︁
⊗
(︁ 𝑐
𝑑

+𝑅
)︁

=
(︁ 𝑎
𝑏𝑑

+𝑅
)︁
⊗ 𝑑
(︁ 𝑐
𝑑

+𝑅
)︁

=
(︁ 𝑎
𝑏𝑑

+𝑅
)︁
⊗ 0 = 0.

习习习题题题 1.30.

设(𝑚,𝑛) = 1. 证明：Z/𝑚Z⊗Z Z/𝑛Z = 0. 对于一般的𝑚,𝑛，有何结论?

Proof. 由命题1.118知

Z/𝑚Z⊗Z Z/𝑛Z ∼=
Z/(𝑛)

(𝑚)
(︀
Z/(𝑛)

)︀ ∼=
Z/(𝑛)

(𝑚)
⧸︀(︀

(𝑚) ∩ (𝑛)
)︀ ∼=

Z/(𝑛)(︀
(𝑚) + (𝑛)

)︀⧸︀
(𝑛)

∼= Z/
(︀
(𝑚) + (𝑛)

)︀ ∼= Z/
(︀

gcd(𝑚,𝑛)
)︀
.

习习习题题题 1.31.

设𝑀,𝑁是平坦𝑅-模. 证明：𝑀 ⊗𝑅 𝑁也是平坦𝑅-模.

Proof. 由于𝑀,𝑁平坦，故𝑀 ⊗𝑅 ∙, 𝑁 ⊗𝑅 ∙是正合函子. 由结合律知(︀
𝑀 ⊗𝑅 𝑁

)︀
⊗𝑅 ∙ = 𝑀 ⊗𝑅

(︀
𝑁 ⊗𝑅 ∙

)︀
也是正合函子. 从而，𝑀 ⊗𝑅 𝑁是平坦𝑅-模.
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Remark. 1) 一般情况下，张量积函子不是左正合的. 反例如下：

考虑Z-模Z/2Z，对于正合列
0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0.

函子Z/2Z⊗Z ∙不是左正合的. 事实上

Z/2Z⊗Z Z ∼= Z/2Z, Z/2Z⊗Z Q = {0}.

2) 自由𝑅-模的张量积是自由𝑅-模.

Proof. 设𝐹1, 𝐹2是自由𝑅-模，则

𝐹1 ⊗𝑅 𝐹2
∼=
(︁⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑅𝑖

)︁
⊗𝑅

(︁⨁︁
𝑗∈𝐽

𝑅𝑗

)︁
∼=
⨁︁
𝑖∈𝐼

(︂
𝑅𝑖 ⊗𝑅

(︁⨁︁
𝑗∈𝐽

𝑅𝑗

)︁)︂
∼=

⨁︁
𝑖∈𝐼,𝑗∈𝐽

𝑅𝑖𝑗 .

由上述证明可以看出

rank(𝐹1 ⊗𝑅 𝐹2) = rank(𝐹1)rank(𝐹2).

特别地，若𝑅是域，则𝐹1, 𝐹2是𝑅-线性空间，从而

dim(𝐹1 ⊗𝑅 𝐹2) = dim(𝐹1) dim(𝐹2).

3) 投射𝑅-模的张量积是投射𝑅-模.

Proof. 设𝑃1, 𝑃2是投射𝑅-模，则存在𝑄1, 𝑄2使得

𝐹1 := 𝑃1 ⊕𝑄1, 𝐹2 := 𝑃2 ⊕𝑄2

是自由𝑅-模. 于是

𝐹1 ⊗𝑅 𝐹2 = (𝑃1 ⊗𝑅 𝑃2) ⊕ (𝑃1 ⊗𝑅 𝑄2) ⊕ (𝑄1 ⊗𝑅 𝑃2) ⊕ (𝑄1 ⊗𝑅 𝑄2)

是自由𝑅-模. 因此，作为自由𝑅-模的直和项，𝑃1 ⊗𝑅 𝑃2是投射𝑅-模.

4) 张量积不保持直积的反例.

Q⊗Z
∏︁
𝑛≥2

Z/𝑛Z �
∏︁
𝑛≥2

(︀
Q⊗Z Z/𝑛Z

)︀
.

Z/𝑛Z中元素的阶都有限，故Q⊗Z Z/𝑛Z = 0，从而等式右端为零. 但
∏︀
𝑛≥2

Z/𝑛Z中有阶为零的元素，从而等式

左端不为零.

5) 设𝑀是平坦𝑅-模，𝑁是𝑀的子模. 那么

𝑀/𝑁平坦⇐⇒ 𝑁 ∩ 𝐼𝑀 = 𝐼𝑁, ∀𝐼 ⊆ 𝑅.

习习习题题题 1.32.

设𝑓 : 𝑅 −→ 𝑆为交换环间的同态，𝑀是𝑅-模，𝑁是𝑆- 模，故𝑁存在自然的𝑅-模结构，记为𝑁𝑅.

证明：存在典范Abel群同构

Hom𝑆

(︀
𝑆 ⊗𝑅𝑀,𝑁

)︀ ∼= Hom𝑅

(︀
𝑀,𝑁𝑅

)︀
.
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Proof. 1) ∀𝜓 ∈ Hom𝑆

(︀
𝑆 ⊗𝑅𝑀,𝑁

)︀
，令𝜙𝜓 : 𝑀 −→ 𝑁𝑅

𝑚 ↦−→ 𝜓(1 ⊗𝑅 𝑚).

∀𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅，∀𝑚1,𝑚2 ∈𝑀

𝜙𝜓(𝑟1𝑚1 + 𝑟2𝑚2) =𝜓
(︀
1 ⊗𝑅 (𝑟1𝑚1 + 𝑟2𝑚2)

)︀
=𝜓(1 ⊗𝑅 𝑟1𝑚1 + 1 ⊗𝑅 𝑟2𝑚2)

=𝜓
(︀
𝑓(𝑟1) ⊗𝑅 𝑚1 + 𝑓(𝑟2) ⊗𝑅 𝑚2

)︀
=𝑓(𝑟1)𝜓(1 ⊗𝑅 𝑚1) + 𝑓(𝑟2)𝜓(1 ⊗𝑅 𝑚2)

=𝑓(𝑟1)𝜙𝜓(𝑚1) + 𝑓(𝑟2)𝜙𝜓(𝑚2).

于是，𝜙𝜓 ∈ Hom𝑅(𝑀,𝑁𝑅).

令𝐹 : Hom𝑆

(︀
𝑆 ⊗𝑅𝑀,𝑁

)︀
−→ Hom𝑅

(︀
𝑀,𝑁𝑅

)︀
𝜓 ↦−→ 𝜙𝜓.

若𝜙𝜓 ≡ 0，则∀𝑠 ∈ 𝑆

𝜓(𝑠⊗𝑅 𝑚) = 𝑠𝜓(1 ⊗𝑅 𝑚) = 𝑠𝜙𝜓(𝑚) = 0, ∀𝑚 ∈𝑀.

于是，𝜓 ≡ 0. 从而，𝐹是单射.

∀𝜓1, 𝜓2 ∈ Hom𝑆

(︀
𝑆 ⊗𝑅𝑀,𝑁

)︀
，∀1 ⊗𝑅 𝑚 ∈ 𝑆 ⊗𝑅𝑀

(𝜓1 + 𝜓2)(1 ⊗𝑅 𝑚) = 𝜓1(1 ⊗𝑅 𝑚) + 𝜓2(1 ⊗𝑅 𝑚) = 𝜙𝜓1
(𝑚) + 𝜙𝜓2

(𝑚) = (𝜙𝜓1
+ 𝜙𝜓2

)(𝑚)

于是

𝐹 (𝜓1 + 𝜓2) = 𝜙𝜓1 + 𝜙𝜓2 = 𝐹 (𝜓1) + 𝐹 (𝜓2).

故𝐹 : Hom𝑆

(︀
𝑆 ⊗𝑅𝑀,𝑁

)︀
−→ Hom𝑅

(︀
𝑀,𝑁𝑅

)︀
是Abel群单同态.

2) ∀𝜙 ∈ Hom𝑅

(︀
𝑀,𝑁𝑅

)︀
，由张量积的泛性质，存在唯一的𝜓𝜙 ∈ Hom𝑆

(︀
𝑆 ⊗𝑅𝑀,𝑁

)︀
使得下图交换. 即：

𝑆 ×𝑀
𝜋 //

𝜃𝜙 ##

𝑆 ⊗𝑅𝑀

𝜓𝜙zz
𝑁

其中

𝜋 : (𝑠,𝑚) ↦−→ 𝑠⊗𝑅 𝑚, 𝜃𝜙 : (𝑠,𝑚) ↦−→ 𝑠𝜙(𝑚).

都是𝑅-双线性映射.

令𝐹 ′ : Hom𝑅

(︀
𝑀,𝑁𝑅

)︀
−→ Hom𝑆

(︀
𝑆 ⊗𝑅𝑀,𝑁

)︀
𝜙 ↦−→ 𝜓𝜙.

显然

𝜓𝜙(𝑠⊗𝑅 𝑚) = 𝜓𝜙𝜋(𝑠,𝑚) = 𝜃𝜙(𝑠,𝑚) = 𝑠𝜙(𝑚).

于是

𝜓𝜙(1 ⊗𝑅 𝑚) = 𝜙(𝑚).
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3) ∀𝜙 ∈ Hom𝑅

(︀
𝑀,𝑁𝑅

)︀
，∀𝑚 ∈𝑀

𝐹𝐹 ′𝜙(𝑚) = 𝐹𝜓𝜙(𝑚) = 𝜓𝜙(1 ⊗𝑅 𝑚) = 𝜙(𝑚).

故

𝐹𝐹 ′ = idHom𝑅(𝑀,𝑁𝑅).

从而，𝐹 : Hom𝑆

(︀
𝑆 ⊗𝑅𝑀,𝑁

)︀
−→ Hom𝑅

(︀
𝑀,𝑁𝑅

)︀
还是Abel群满同态.

综上所述，我们有Abel群同构

Hom𝑆

(︀
𝑆 ⊗𝑅𝑀,𝑁

)︀ ∼= Hom𝑅

(︀
𝑀,𝑁𝑅

)︀
.

Remark. 1) 这是函子
⨂︀
与函子Hom组成伴随对的特例.

2) 设𝑅,𝑅′是环，𝑀是𝑅-模，𝑃是𝑅′-模，𝑁是(𝑅,𝑅′)-双模. 那么，存在典范(𝑅,𝑅′)-同构

𝑀 ⊗𝑅 (𝑁 ⊗𝑅′ 𝑃 ) ∼= (𝑀 ⊗𝑅 𝑁) ⊗𝑅′ 𝑃,

Hom𝑅′(𝑀 ⊗𝑅 𝑁,𝑃 ) ∼= Hom𝑅

(︀
𝑀,Hom𝑅′(𝑁,𝑃 )

)︀
.

3) 设𝑅是环，𝑅′是𝑅-代数. 若𝑀是𝑅-模，𝑃是𝑅′-模，则存在典范𝑅′-同构

(𝑀 ⊗𝑅 𝑅′) ⊗𝑅′ 𝑃 ∼= 𝑀 ⊗𝑅 𝑃,

Hom𝑅′(𝑀 ⊗𝑅 𝑅′, 𝑃 ) = Hom𝑅(𝑀,𝑃 ).

若𝑀是𝑅′-模，𝑃是𝑅-模，则存在典范𝑅′-同构

Hom𝑅(𝑀,𝑃 ) = Hom𝑅′
(︀
𝑀,Hom𝑅(𝑀,𝑃 )

)︀
.

总而言之，∙ ⊗𝑅 𝑅′是𝑅′的数乘限制在𝑅上的左伴随函子，而Hom𝑅(𝑅′, ∙)是𝑅′的数乘限制在𝑅上的右伴随函

子.

上述第一个同构由(2)与命题1.113得到. 其余同构由(2)与习题1.3和命题1.113 得到.

习习习题题题 1.33.

设𝑘是域，𝑓(𝑥)是𝑘上的不可约多项式，𝛼是𝑓(𝑥)的一个根. 证明：对于𝑘的域扩张𝑘′，我们有

𝑘(𝛼) ⊗𝑘 𝑘′ ∼= 𝑘′[𝑥]/
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
.

Proof. 1) 若𝛼在𝑘[𝑥]上的极小多项式为𝑓0(𝑥)，则𝑓(𝑥) = 𝑐𝑓0(𝑥)，𝑐 ∈ 𝑘.

做带余除法

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑓0(𝑥) + 𝑟(𝑥), deg
(︀
𝑟(𝑥)

)︀
< deg

(︀
𝑓0(𝑥)

)︀
.

由𝑓(𝛼) = 𝑓0(𝛼)知，𝑟(𝛼) = 0. 若𝑟(𝑥) ̸= 0，则与𝑓0(𝑥) 的极小性矛盾. 从而，𝑓0(𝑥) | 𝑓(𝑥). 但

deg
(︀
𝑓0(𝑥)

)︀
≥ 1.

它在𝑘[𝑥]中不可逆，而𝑓(𝑥)不可约，故𝑞(𝑥)可逆，从而是常数. 于是

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑓0(𝑥), 𝑐 ∈ 𝑘.
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2) 𝑘(𝛼) ∼= 𝑘[𝑥]/
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
.

令𝜙 : 𝑘[𝑥] −→ 𝑘(𝛼)

𝜙 : 𝑓(𝑥) ↦→ 𝑓(𝛼).

则𝜙是环同态. 显然，
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
⊆ ker𝜙. ∀𝑔(𝑥) ∈ ker𝜙，则𝛼是𝑔(𝑥)的根. 由带余除法

𝑔(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑟(𝑥), deg
(︀
𝑟(𝑥)

)︀
< deg

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
.

由𝑓(𝛼) = 𝑔(𝛼)知，𝑟(𝛼) = 0. 若𝑟(𝑥) ̸= 0，则与𝑓(𝑥) = 𝑐𝑓0(𝑥)的极小性矛盾. 从而，𝑓(𝑥) | 𝑔(𝑥). 于是

𝑔(𝑥) ∈
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
=⇒ ker𝜙 =

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
.

故

𝑘(𝛼) ∼= 𝑘[𝑥]/
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
.

3) 𝑘[𝑥] ⊗𝑘 𝑘′ ∼= 𝑘′[𝑥].

显然，{𝑥𝑛}𝑛∈N是𝑘[𝑥], 𝑘′[𝑥]的一组基，从而𝑘[𝑥], 𝑘′[𝑥]是自由模. 于是

𝑘[𝑥] ⊗𝑘 𝑘′ ∼=
(︁⨁︁
𝑛∈N

𝑘
)︁
⊗𝑘 𝑘′ ∼=

(︁⨁︁
𝑛∈N

𝑘 ⊗𝑘 𝑘′
)︁
∼=
⨁︁
𝑛∈N

𝑘′ ∼= 𝑘′[𝑥].

4) 由基变换公式，推论1.131知

𝑘(𝛼) ⊗𝑘 𝑘′ ∼=𝑘[𝑥]
⧸︀(︀
𝑓(𝑥)

)︀
⊗𝑘 𝑘′

∼=𝑘[𝑥]
⧸︀(︀
𝑓(𝑥)

)︀
⊗𝑘[𝑥]

(︀
𝑘[𝑥] ⊗𝑘 𝑘′

)︀
∼=𝑘[𝑥]

⧸︀(︀
𝑓(𝑥)

)︀
⊗𝑘[𝑥] 𝑘′[𝑥]

∼=𝑘′[𝑥]
⧸︀
𝑘′[𝑥]

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
𝑘

∼=𝑘′[𝑥]
⧸︀(︀
𝑓(𝑥)

)︀
𝑘′
.

其中，
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
𝑘
表示𝑓(𝑥)在𝑘[𝑥]中生成的理想，

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
𝑘′
表示𝑓(𝑥)在𝑘′[𝑥]中生成的理想.

Remark. 此题目也可以通过构造张量积映射进行证明. 类似于习题1.32.

习习习题题题 1.34.

设𝑅是PID. 证明：𝑀 ↦→𝑀tor是𝑅-模范畴上的左正合函子.

Proof. 设

0 −→𝑀 ′ 𝑓−→𝑀
𝑔−→𝑀 ′′ −→ 0.

正合，则ker 𝑔 = im𝑓. 对于

0 −→𝑀 ′
tor

𝑓 ′

−→𝑀tor
𝑔′−→𝑀 ′′

tor.

其中

𝑓 ′ := 𝑓 |𝑀 ′
tor
, 𝑔′ := 𝑔|𝑀tor

.

因此，𝑀 ′
tor处的正合是显然的.

容易看出

ker 𝑔′ = ker 𝑔 ∩𝑀tor.

下面说明

im𝑓 ′ = im𝑓 ∩𝑀tor.
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从而，ker 𝑔′ = im𝑓 ′. 由此可得𝑀tor处正合.

∀𝑚′ ∈𝑀 ′
tor，存在𝑟 ∈ 𝑅，𝑟 ̸= 0使得𝑟𝑚′ = 0. 此时

𝑟𝑓 ′(𝑚′) = 𝑟𝑓(𝑚′) = 𝑓(𝑟𝑚′) = 𝑓(0) = 0.

从而𝑓 ′(𝑚′) = 𝑓(𝑚′) ∈ im𝑓 ∩𝑀tor. 故im𝑓 ′ ⊆ im𝑓 ∩𝑀tor.

∀𝑚 ∈ im𝑓 ∩𝑀tor，存在𝑚
′ ∈𝑀 ′，𝑟 ∈ 𝑅，𝑟 ̸= 0使得

0 = 𝑟𝑚 = 𝑟𝑓(𝑚′) = 𝑓(𝑟𝑚′).

由𝑓是单射知，𝑟𝑚′ = 0. 从而，𝑚′ ∈𝑀 ′
tor且

𝑚 = 𝑓(𝑚′) = 𝑓 ′(𝑚′) ∈ im𝑓 ′.

故im𝑓 ′ ⊇ im𝑓 ∩𝑀tor.

Remark. 函子𝑀 ↦−→𝑀tor不是右正合的反例：

0 −→ 6Z −→ Z −→ Z/6Z −→ 0.

其中，Z无扭，而Z/6Z不是无扭的. 因此，该函子不是右正合的.

题目中的条件PID可以改为整环. 整环是为了保证𝑀tor是𝑀的子模.

反例：𝑅 = Z/6Z，𝑀 = 𝑅，则[3], [4] ∈𝑀tor，但[3] + [4] = [1] /∈𝑀tor.

若𝑀 ′是可除模，或者𝑀 ′,𝑀中有一个是扭模，则有正合列

0 −→𝑀 ′
tor

𝑓 ′

−→𝑀tor
𝑔′−→𝑀 ′′

tor −→ 0.

Proof. 只需证明𝑔′是满射.

1) 𝑀 ′是可除模.

∀𝑚′′ ∈𝑀 ′′
tor ⊆𝑀 ′′，由于𝑔是满射，存在𝑚 ∈𝑀，𝑟 ∈ 𝑅，𝑟 ̸= 0使得

𝑔(𝑚) = 𝑚′′, 𝑟𝑚′′ = 0.

从而𝑟𝑚 ∈ ker 𝑔 = im𝑓，存在𝑚′ ∈𝑀 ′使得

𝑓(𝑚′) = 𝑟𝑚.

由于𝑀 ′是可除模，存在̃︀𝑚′使得

𝑟 ̃︀𝑚′ = 𝑚′.

故

𝑟
(︀
𝑚− 𝑓(̃︀𝑚′)

)︀
= 0.

从而，𝑚− 𝑓(̃︀𝑚′) ∈𝑀tor且

𝑚′′ = 𝑔(𝑚) = 𝑔
(︀
𝑚− 𝑓(̃︀𝑚′)

)︀
= 𝑔′

(︀
𝑚− 𝑓(̃︀𝑚′)

)︀
∈ im𝑔′.

2) 𝑀 ′ = 𝑀 ′
tor.

由正合列知，𝑀/im𝑓 ∼= 𝑀 ′′. 从而 (︀
𝑀/im𝑓

)︀
tor

∼= 𝑀 ′′
tor.
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∀𝑚′′ ∈𝑀 ′′
tor，存在𝑚+ im𝑓 ∈

(︀
𝑀/im𝑓

)︀
tor
使得

𝑔 : 𝑚+ im𝑓 ↦→ 𝑚′′.

存在𝑟 ∈ 𝑅，𝑟 ̸= 0使得

𝑟(𝑚+ im𝑓) = 𝑟𝑚+ im𝑓 = 0 + im𝑓.

而im𝑓 = 𝑓(𝑀 ′) = 𝑓(𝑀 ′
tor)是扭模，从而存在𝑟

′ ∈ 𝑅，𝑟′ ̸= 0使得

𝑟′(𝑟𝑚) = (𝑟′𝑟)𝑚 = 0.

于是，𝑚 ∈𝑀tor且𝑚
′′ = 𝑔(𝑚) = 𝑔′(𝑚) ∈ im𝑔′.

3) 𝑀 = 𝑀tor.

此时

𝑀 ′′
tor ⊆𝑀 ′′ = 𝑔(𝑀) = 𝑔(𝑀tor) = 𝑔′(𝑀tor) ⊆𝑀 ′′

tor.

故

𝑀 ′′
tor = 𝑔′(𝑀tor).

习习习题题题 1.35.

证明：若𝑅-模𝑀的所有有限生成子模均是平坦模，则𝑀也是平坦模.

Proof. 对于正合列

0 −→ 𝑁 ′ 𝑖−→ 𝑁,

要证

0 −→𝑀 ⊗𝑅 𝑁 ′ id𝑀⊗𝑅𝑖−−−−−→𝑀 ⊗𝑅 𝑁

正合. 从而，𝑀平坦.

设𝐹是由𝑀 ×𝑁生成的自由模，则存在𝐹的子模𝑆使得

𝐹/𝑆 ∼= 𝑀 ⊗𝑅 𝑁.

其中，𝑆由以下形式的元素生成：

𝑚𝑗 ⊗𝑅 (𝑛𝑗 + ̃︀𝑛𝑗) −𝑚𝑗 ⊗𝑅 𝑛𝑗 −𝑚𝑗 ⊗𝑅 ̃︀𝑛𝑗 ,
(𝑚𝑠 + ̃︀𝑚𝑠) ⊗𝑅 𝑛𝑠 −𝑚𝑠 ⊗𝑅 𝑛𝑠 − ̃︀𝑚𝑠 ⊗𝑅 𝑛𝑠,

(𝑟𝑡𝑚𝑡) ⊗𝑅 𝑛𝑡 −𝑚𝑡 ⊗𝑅 (𝑟𝑡𝑛𝑡).

若𝛼 ∈ ker(id𝑀 ⊗𝑅 𝑖)，则
(id𝑀 ⊗𝑅 𝑖)(𝛼) = 0 + 𝑆 ∈ 𝑆.

令

𝛼 =

𝐾∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖 ⊗𝑅 𝑛′𝑖.
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那么

(id𝑀 ⊗𝑅 𝑖)(𝛼) = 0 + 𝑆 =
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑐𝑗 [𝑚𝑗 ⊗𝑅 (𝑛𝑗 + ̃︀𝑛𝑗) −𝑚𝑗 ⊗𝑅 𝑛𝑗 −𝑚𝑗 ⊗𝑅 ̃︀𝑛𝑗 ]
+
∑︁
𝑠∈𝑆

𝑐𝑠[(𝑚𝑠 + ̃︀𝑚𝑠) ⊗𝑅 𝑛𝑠 −𝑚𝑠 ⊗𝑅 𝑛𝑠 − ̃︀𝑚𝑠 ⊗𝑅 𝑛𝑠]

+
∑︁
𝑡∈𝑇

𝑐𝑡[(𝑟𝑡𝑚𝑡) ⊗𝑅 𝑛𝑡 −𝑚𝑡 ⊗𝑅 (𝑟𝑡𝑛𝑡)].

其中，𝐽,𝐾, 𝑆, 𝑇均为有限集，𝑚𝑖,𝑚𝑗 ,𝑚𝑠, ̃︀𝑚𝑠,𝑚𝑡 ∈𝑀，𝑛′𝑖 ∈ 𝑁 ′，𝑛𝑗 , ̃︀𝑛𝑗 , 𝑛𝑠, 𝑛𝑡 ∈ 𝑁，𝑐𝑗 , 𝑐𝑠, 𝑐𝑡, 𝑟𝑡 ∈ 𝑅.

令𝑀 ′ = ⟨𝑚𝑖,𝑚𝑗 ,𝑚𝑠, ̃︀𝑚𝑠,𝑚𝑡⟩，则𝑀 ′是𝑀的有限生成子模. 显然

𝛼 ∈ ker(id′
𝑀 ⊗𝑅 𝑖) ⊆𝑀 ′ ⊗𝑅 𝑁 ′, (id′

𝑀 ⊗𝑅 𝑖)(𝛼) ∈𝑀 ′ ⊗𝑅 𝑁.

但𝑀 ′作为𝑀的有限生成子模平坦，从而

𝑀 ′ ⊗𝑅 𝑁 ′ (id′
𝑀⊗𝑅𝑖)−−−−−−→𝑀 ′ ⊗𝑅 𝑁

是单射. 故𝛼 = 0，从而ker(id𝑀 ⊗𝑅 𝑖) = {0}. 于是，id𝑀 ⊗𝑅 𝑖是单射.

Remark. 𝑀的所有有限生成子模{𝑀𝑖}𝑖∈𝐼在包含关系下构成一个拟有序集，从而可视为一个正向系统.

并且

lim
−→

𝑀𝑖 = 𝑀.

由于𝑀的所有有限生成子模都平坦. 因此，对于任意𝑅-模正合列

0 −→ 𝐴 −→ 𝐵 −→ 𝐶 −→ 0

都有

0 −→𝑀𝑖 ⊗𝑅 𝐴 −→𝑀𝑖 ⊗𝑅 𝐵 −→𝑀𝑖 ⊗𝑅 𝐶 −→ 0, ∀𝑖 ∈ 𝐼.

于是，由正向极限的保平坦性

0 −→ lim
−→

(𝑀𝑖 ⊗𝑅 𝐴) −→ lim
−→

(𝑀𝑖 ⊗𝑅 𝐵) −→ lim
−→

(𝑀𝑖 ⊗𝑅 𝐶) −→ 0.

由张量积的保正向极限性

0 −→ (lim
−→

𝑀𝑖) ⊗𝑅 𝐴 −→ (lim
−→

𝑀𝑖) ⊗𝑅 𝐵 −→ (lim
−→

𝑀𝑖) ⊗𝑅 𝐶 −→ 0.

故

0 −→𝑀 ⊗𝑅 𝐴 −→𝑀 ⊗𝑅 𝐵 −→𝑀 ⊗𝑅 𝐶 −→ 0.

从而，𝑀平坦.

48



Algebra Solution

习习习题题题 1.36.

设𝐺 =
∏︀
𝑝∈𝑃

Z/𝑝Z为所有素域Z/𝑝Z = F𝑝的直积. 其中，𝑃为素数集. 证明：

1)

𝐺tor =
⨁︁
𝑝∈𝑃

Z/𝑝Z.

2) 𝐺/𝐺tor是可除群.

3)

HomZ(Q, 𝐺) = 0, HomZ(Q, 𝐺/𝐺tor) ̸= 0.

从而，𝐺/𝐺tor不是𝐺的直和项.

以上Abel群均视为Z模.

Proof. 1) 𝐺tor ⊇
⨁︀
𝑝∈𝑃

Z/𝑝Z.

∀𝑥 ∈
⨁︀
𝑝∈𝑃

Z/𝑝Z，𝑥可表示为

𝑥 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑧𝑛 + 𝑝𝑛Z), 𝑧𝑖 ∈ Z, 𝑝𝑖 ∈ 𝑃.

取𝑟 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑛 ∈ Z，则𝑟𝑥 = 0. 从而，𝑥 ∈ 𝐺tor.

𝐺tor ⊆
⨁︀
𝑝∈𝑃

Z/𝑝Z.

∀𝑥 ∈ 𝐺，则𝑥可表示为

𝑥 = (𝑧1 + 𝑝1Z, · · · , 𝑧𝑛 + 𝑝𝑛Z, · · · ), 𝑧𝑖 ∈ Z, 𝑝𝑖 ∈ 𝑃, 𝑖 ∈ N.

若𝑥 ∈ 𝐺tor，则存在𝑟 ∈ Z使得𝑟𝑥 = 0，于是

𝑟𝑧𝑖 ∈ 𝑝𝑖Z, 𝑖 ∈ N.

由于𝑝𝑖 | 𝑟𝑧𝑖，𝑝𝑖 ∈ 𝑃，故

𝑝𝑖 - 𝑧𝑖 =⇒ 𝑝𝑖 | 𝑟.

但𝑟是一个有限正整数，其素因子只有有限个. 从而，只有有限个𝑖 ∈ N 使得𝑝𝑖 - 𝑧𝑖. 即：满足

𝑧𝑖 + 𝑝𝑖Z ̸= 0

的𝑖 ∈ N有限. 故

𝑥 ∈
⨁︁
𝑝∈𝑃

Z/𝑝Z.

2) ∀𝑥 ∈ 𝐺/𝐺tor，则𝑥可表示为

𝑥 = 𝑥+𝐺tor = (𝑧1 + 𝑝1Z, · · · , 𝑧𝑛 + 𝑝𝑛Z, · · · ) +𝐺tor.

∀𝑟 ∈ Z，由于𝑝𝑖 ∈ 𝑃，故gcd(𝑟, 𝑝𝑖)为1或𝑝𝑖. 而𝑟的素因子只有有限个，从而，使得

gcd(𝑟, 𝑝𝑖) ̸= 1
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的𝑖 ∈ N只有有限个.

若gcd(𝑟, 𝑝𝑖) = 1，则存在𝑠𝑖, 𝑡𝑖 ∈ Z使得
𝑠𝑖𝑟 + 𝑡𝑖𝑝𝑖 = 1.

从而

𝑧𝑖 − 𝑟(𝑠𝑖𝑧𝑖) = 𝑝𝑖(𝑡𝑖𝑧𝑖) ∈ 𝑝𝑖Z.

于是

𝑟(𝑠𝑖𝑧𝑖 + 𝑝𝑖Z) = 𝑧𝑖 + 𝑝𝑖Z.

令

𝑓𝑟(𝑖) =

{︃
𝑠𝑖𝑧𝑖 + 𝑝𝑖Z, gcd(𝑟, 𝑝𝑖) = 1,

0 + 𝑝𝑖Z, gcd(𝑟, 𝑝𝑖) ̸= 1.

则

𝑟(𝑓𝑟(1), · · · , 𝑓𝑟(𝑛), · · · ) − 𝑥 ∈ 𝐺tor =
⨁︁
𝑝∈𝑃

Z/𝑝Z.

这是因为，两者的差中，不为零的分量是由gcd(𝑟, 𝑝𝑖) ̸= 1产生的，而这样的𝑖只有有限个.

令

𝑥′ = (𝑓𝑟(1), · · · , 𝑓𝑟(𝑛), · · · ) ∈ 𝐺.

则

𝑟𝑥′ = 𝑥.

故𝐺/𝐺tor是可除群.

3) ∀𝑓 ∈ HomZ(Q, 𝐺)，若𝑓 ̸= 0，则存在0 ̸= 𝑟 ∈ Q使得

𝑓(𝑟) = 𝑥 ̸= 0.

从而，存在某个𝑖 ∈ N使得𝑥的第𝑖个分量
𝑧𝑖 + 𝑝𝑖Z ̸= 0 + 𝑝𝑖Z.

考虑
𝑟

𝑝𝑖
∈ Q，则

𝑝𝑖𝑓
(︁ 𝑟
𝑝𝑖

)︁
= 𝑓(𝑟) = 𝑥.

∀𝑦 ∈ 𝐺，𝑝𝑖𝑦的第𝑖个分量都是零，从而

𝑝𝑖𝑦 ̸= 𝑥.

这就产生了矛盾. 故HomZ(Q, 𝐺) = {0}.

由于𝐺/𝐺tor是PIDZ上的可除模，从而是内射模. 因此，正合列

0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0.

诱导下列正合

0 −→ HomZ(Q/Z, 𝐺/𝐺tor) −→ HomZ(Q, 𝐺/𝐺tor) −→ HomZ(Z, 𝐺/𝐺tor) −→ 0.

由习题1.3

HomZ(Z, 𝐺/𝐺tor) ∼= 𝐺/𝐺tor ̸= {0}.

故

HomZ(Q, 𝐺/𝐺tor) ̸= {0}
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综上所述，𝐺/𝐺𝑡𝑜𝑟不可能是𝐺的之和项.

否则，取𝑖 : 𝐺/𝐺𝑡𝑜𝑟 −→ 𝐺为典范嵌入. 此时，∀0 ̸= 𝑓 ∈ HomZ(Q, 𝐺/𝐺tor)

0 ̸= 𝑖𝑓 ∈ HomZ(Q, 𝐺).

这就产生了矛盾.

Remark. 这个例子说明了，即使Z是PID，但𝐺不是有限生成的，它不满足结构定理.

习习习题题题 1.37.

设𝑅是PID，𝑀是扭𝑅-模. 证明：

Hom𝑅(𝑀,𝑀) ∼=
∏︁
𝑃

Hom𝑅(𝑀𝑃 ,𝑀𝑃 ).

其中，𝑀𝑃是𝑀的𝑃准素部分.

Proof. 由命题1.36，命题1.146知

Hom𝑅(𝑀,𝑀) ∼= Hom𝑅

(︁⨁︁
𝑃

𝑀𝑃 ,𝑀
)︁
∼=
∏︁
𝑃

Hom𝑅(𝑀𝑃 ,𝑀).

由习题1.14知，正合列

0 −→𝑀𝑃 −→𝑀 −→𝑀/𝑀𝑃 −→ 0

诱导下列正合

0 −→ Hom𝑅(𝑀𝑃 ,𝑀𝑃 ) −→ Hom𝑅(𝑀𝑃 ,𝑀) −→ Hom𝑅(𝑀𝑃 ,𝑀/𝑀𝑃 ).

∀𝑓 ∈ Hom𝑅(𝑀𝑃 ,𝑀/𝑀𝑃 )，∀𝑚 ∈𝑀𝑃，存在𝑝
𝑛使得𝑝𝑛𝑚 = 0. 此时

𝑝𝑛(𝑚′ +𝑀𝑝) = 𝑝𝑛𝑓(𝑚) = 𝑓(𝑝𝑛𝑚) = 𝑓(0) = 0.

故

𝑝𝑛𝑚′ ∈𝑀𝑃 =⇒ 𝑚′ ∈𝑀𝑃 =⇒ 𝑓(𝑚) = 𝑚′ +𝑀𝑝 = 0, ∀𝑚 ∈𝑀.

从而，𝑓 ≡ 0. 即：

Hom𝑅(𝑀𝑃 ,𝑀/𝑀𝑃 ) = {0}.

故

Hom𝑅(𝑀𝑃 ,𝑀𝑃 ) ∼= Hom𝑅(𝑀𝑃 ,𝑀).

综上所述

Hom𝑅(𝑀,𝑀) ∼=
∏︁
𝑃

Hom𝑅(𝑀𝑃 ,𝑀𝑃 ).

Remark. 几个反例：

HomZ

(︁ ∞∏︁
𝑖=1

Z𝑖,Z
)︁
∼=

∞⨁︁
𝑖=1

HomZ(Z𝑖,Z) ∼=
∞⨁︁
𝑖=1

Z𝑖 �
∞∏︁
𝑖=1

Z𝑖 ∼=
∞∏︁
𝑖=1

HomZ(Z𝑖,Z).
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证明见：Fuchs, Infinite Abelian Groups II, Section 94.

HomZ

(︁ ∞⨁︁
𝑖=1

Z/𝑝𝑖Z,
∞⨁︁
𝑗=1

Z/𝑝𝑗Z
)︁
�

∞⨁︁
𝑗=1

HomZ

(︁ ∞⨁︁
𝑖=1

Z/𝑝𝑖Z,Z/𝑝𝑗Z
)︁
.

左端有零阶元素，而右端的元素都是有限阶的.

HomZ

(︁ ∏︁
𝑛≥2

Z/𝑛Z,Q
)︁
�
∏︁
𝑛≥2

HomZ(Z/𝑛Z,Q).

习习习题题题 1.38.

设𝑉是二维F𝑝线性空间. 证明：𝑉的所有一维子空间的集合与

𝑃 1(F𝑝) = (F2𝑝 − (0, 0))/ ∼

之间存在一一对应. 其中，等价关系“(𝑥, 𝑦) ∼ (𝑥′, 𝑦′)”是指，存在𝜆 ∈ F𝑝 − {0}使得

(𝑥′, 𝑦′) = 𝜆(𝑥, 𝑦).

Proof. ∀(𝑥, 𝑦) ∈ F2𝑝 − {(0, 0)}

𝑉(𝑥,𝑦) := span{(𝑥, 𝑦)} = {𝜆(𝑥, 𝑦) : 𝜆 ∈ F𝑝}

为F2𝑝的一个一维子空间. 而

[(𝑥, 𝑦)] = {𝜆(𝑥, 𝑦) : 𝜆 ∈ F𝑝 − {0}}.

显然，∀(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ [(𝑥, 𝑦)]

𝑉(𝑥1,𝑦1) = 𝑉(𝑥2,𝑦2).

故𝑉(𝑥,𝑦)可记为𝑉[(𝑥,𝑦)]. 从而，所有一维子空间与的集合与𝑃
1(F𝑝) = (F2𝑝 − (0, 0))/ ∼之间存在一一对应.

习习习题题题 1.39.

设𝑉是五维实线性空间，且通过线性变换

𝑇 : 𝑉 −→ 𝑉

成为R[𝑥]-模. 给出𝑉作为R[𝑥]-模的结构.

Proof. 由空间分解定理知，作为R[𝑥]-模

𝑉 𝑇 ∼= R[𝑥]/(𝑐1) ⊕ · · · ⊕ R[𝑥]/(𝑐𝑟).

其中，𝑟 ≤ 5，𝑐1, · · · , 𝑐𝑟是𝑇在某组基下的矩阵𝐴的不变因子，𝑐𝑟是𝐴的最小多项式.

𝑐1 · · · 𝑐𝑟 = |𝑥𝐼 −𝐴|

是𝐴的特征多项式.

若𝑇给定，则取定𝑉的一组基可以具体地算出𝑉 𝑇的结构. 否则，分情况讨论会变得十分复杂.
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例如：取𝑅 = Q，𝑉是Q上的三维线性空间. 𝑇 : 𝑉 −→ 𝑉是线性变换，它在标准基下的矩阵为

𝐴 =

⎛⎜⎝ 2 3 1

1 2 1

0 0 −4

⎞⎟⎠ .

则

𝑥𝐼 −𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝑥− 2 −3 −1

−1 𝑥− 2 −1

0 0 𝑥+ 4

⎞⎟⎠ −→

⎛⎜⎝ 1 −𝑥+ 2 1

𝑥− 2 −3 −1

0 0 𝑥+ 4

⎞⎟⎠

−→

⎛⎜⎝ 1 −𝑥+ 2 1

0 𝑥2 − 4𝑥+ 1 −𝑥+ 1

0 0 𝑥+ 4

⎞⎟⎠ −→

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 𝑥2 − 4𝑥+ 1 −𝑥+ 1

0 0 𝑥+ 4

⎞⎟⎠ .

其行列式因子为

𝐷1(𝑥) = 1, 𝐷2(𝑥) = 1, 𝐷3(𝑥) = 𝑥3 − 15 + 4.

因此

𝑑1(𝑥) = 1, 𝑑2(𝑥) =
𝐷2(𝑥)

𝐷1(𝑥)
= 1, 𝑑3(𝑥) =

𝐷3(𝑥)

𝐷2(𝑥)
= 𝑥3 − 15𝑥+ 4.

于是，矩阵A的Smith标准形为 ⎛⎜⎝ 1 0 0

0 1 0

0 0 𝑥3 − 15𝑥+ 4

⎞⎟⎠ .

故

𝑉 𝑇 ∼= Q[𝑥]/(𝑥3 − 15𝑥+ 4).

例如：Abel群𝐺的生成元𝑎, 𝑏, 𝑐满足如下关系

7𝑎+ 5𝑏+ 2𝑐 = 0,

3𝑎+ 3𝑏 = 0,

13𝑎+ 11𝑏+ 2𝑐 = 0.

其Smith标准型为 ⎛⎜⎝ 7 5 2

3 3 0

13 11 2

⎞⎟⎠ −→

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 6 0

0 0 0

⎞⎟⎠ .

于是

𝑐1 = 1, 𝑐2 = 6.

从而

𝐺 ∼= Z3−2 ⊕ Z/(𝑐1) ⊕ Z/(𝑐2) = Z⊕ Z/6Z.
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习习习题题题 1.40.

设𝑅是PID，𝑝是𝑅的素元，𝑀是𝑅的扭模.

证明；若𝑝 ∈ ann(𝑚)对某个非零的𝑚 ∈𝑀成立，则ann(𝑀) ⊆ (𝑝).

Proof. 𝑅是PID，ann(𝑚) = (𝑟)是𝑅的理想. 若𝑟 = 1，则ann(𝑚) = 𝑅，这与𝑚 ̸= 0矛盾. 故

𝑝 ∈ ann(𝑚) = (𝑟) =⇒ 𝑟 = 𝑝.

从而

ann(𝑀) ⊆
⋂︁
𝑚∈𝑀

ann(𝑚) ⊆ (𝑝).

习习习题题题 1.41.

设𝑅是PID.

1) 若𝐴,𝐵,𝐶都是有限生成𝑅-模且𝐴⊕𝐵 ∼= 𝐴⊕ 𝐶. 证明：𝐵 ∼= 𝐶.

2) 若𝐴.𝐵是有限生成模且𝐴⊕𝐴 ∼= 𝐵 ⊕𝐵. 证明：𝐴 ∼= 𝐵.

Proof. 1) 𝐹𝐴⊕𝐵 ∼= 𝐹𝐴 ⊕ 𝐹𝐵，(𝐴⊕𝐵)tor = 𝐴tor ⊕𝐵tor.

由推论1.141(1)知

𝐴 ∼= 𝐹𝐴 ⊕𝐴tor, 𝐵 ∼= 𝐹𝐵 ⊕𝐵tor,

𝐴⊕𝐵 ∼= 𝐹𝐴⊕𝐵 ⊕ (𝐴⊕𝐵)tor.

故

𝐹𝐴⊕𝐵 ⊕ (𝐴⊕𝐵)tor ∼= (𝐹𝐴 ⊕ 𝐹𝐵) ⊕ (𝐴tor ⊕𝐵tor).

∀𝑎+ 𝑏 ∈ 𝐴tor ⊕𝐵tor ⊆ 𝐴⊕𝐵，存在𝑟𝐴, 𝑟𝐵使得

𝑟𝐴𝑎 = 0, 𝑟𝐵𝑏 = 0.

故

𝑟𝐴𝑟𝐵(𝑎+ 𝑏) = 0.

从而

𝑎+ 𝑏 ∈ (𝐴⊕𝐵)tor.

故

𝐴tor ⊕𝐵tor ⊆ (𝐴⊕𝐵)tor.

∀𝑎+ 𝑏 ∈ (𝐴⊕𝐵)tor，存在𝑟 ∈ 𝑅使得

𝑟(𝑎+ 𝑏) = 𝑟𝑎+ 𝑟𝑏 = 0.

由于零的表示唯一，故

𝑟𝑎 = 0, 𝑟𝑏 = 0.
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从而，𝑎 ∈ 𝐴tor，𝐵 ∈ 𝐵tor，𝑎+ 𝑏 ∈ 𝐴tor ⊕𝐵tor. 于是

𝐴tor ⊕𝐵tor ⊆ (𝐴⊕𝐵)tor.

从而

𝐴tor ⊕𝐵tor = (𝐴⊕𝐵)tor.

𝐹𝐴⊕𝐵 ∼= (𝐴⊕𝐵)/(𝐴⊕𝐵)tor = (𝐴⊕𝐵)/
(︀
𝐴tor ⊕𝐵tor

)︀
= 𝐹𝐴 ⊕ 𝐹𝐵 .

2) (𝐴⊕𝐵)𝑃 = 𝐴𝑃 ⊕𝐵𝑃 .

∀𝑎+ 𝑏 ∈ (𝐴⊕𝐵)𝑃，存在𝑛 ∈ N使得

0 = 𝑝𝑛(𝑎+ 𝑏) = 𝑝𝑛𝑎+ 𝑝𝑛𝑏.

由于零的表示唯一，故

𝑝𝑛𝑎 = 𝑝𝑛𝑏 = 0.

从而

𝑎 ∈ 𝐴𝑃 , 𝑏 ∈ 𝐵𝑃 .

故

(𝐴⊕𝐵)𝑃 ⊆ 𝐴𝑃 ⊕𝐵𝑃 .

∀𝑎+ 𝑏 ∈ 𝐴𝑃 ⊕𝐵𝑃，存在𝑚,𝑛 ∈ N使得

𝑝𝑛𝑎 = 0 = 𝑝𝑚𝑏.

故

𝑝𝑚+𝑛(𝑎+ 𝑏) = 0.

从而

𝑎+ 𝑏 ∈ (𝐴⊕𝐵)𝑃 .

于是

(𝐴⊕𝐵)𝑃 ⊇ 𝐴𝑃 ⊕𝐵𝑃 .

从而

(𝐴⊕𝐵)𝑃 = 𝐴𝑃 ⊕𝐵𝑃 .

3) 𝑁𝑛,𝑝(𝐴⊕𝐵) = 𝑁𝑛,𝑝(𝐴) +𝑁𝑛,𝑝(𝐵).

由命题1.149知

𝐴𝑃 =
⨁︁
𝑖

𝑅/𝑃 𝑒𝑖 , 𝐵𝑃 =
⨁︁
𝑗

𝑅/𝑃 𝑒𝑗 .

𝐴𝑃 ⊕𝐵𝑃 =
⨁︁
𝑘

𝑅/𝑃 𝑒𝑘

令

𝑁𝑛,𝑝(𝑋) := 𝑋𝑃中𝑅/𝑃
𝑛出现的次数.

由分解的唯一性与(2)知

𝑁𝑛,𝑝(𝐴⊕𝐵) = 𝑁𝑛,𝑝(𝐴) +𝑁𝑛,𝑝(𝐵).

4) 对于𝐴⊕𝐵 ∼= 𝐴⊕ 𝐶.
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由推论1.141(2)知

𝐴⊕𝐵 ∼= 𝐴⊕ 𝐶 ⇐⇒ rank(𝐹𝐴⊕𝐵) = rank(𝐹𝐴⊕𝐶), (𝐴⊕𝐵)tor ∼= 𝐴⊕ 𝐶)tor.

由(1)知

rank(𝐹𝐴⊕𝐵) = rank(𝐹𝐴 ⊕ 𝐹𝐵) = rank(𝐹𝐴) + rank(𝐹𝐵),

rank(𝐹𝐴⊕𝐶) = rank(𝐹𝐴 ⊕ 𝐹𝐶) = rank(𝐹𝐴) + rank(𝐹𝐶).

故

rank(𝐹𝐵) = rank(𝐹𝐶) ⇐⇒ 𝐹𝐵 ∼= 𝐹𝐶 .

由命题1.146与命题1.149知

(𝐴⊕𝐵)tor ∼= (𝐴⊕ 𝐶)tor ⇐⇒ (𝐴⊕𝐵)𝑃 ∼= (𝐴⊕ 𝐶)𝑃 ⇐⇒ 𝑁𝑛,𝑝(𝐴⊕𝐵) = 𝑁𝑛,𝑝(𝐴⊕ 𝐶).

由(3)知

𝑁𝑛,𝑝(𝐵) = 𝑁𝑛,𝑝(𝐶) ⇐⇒ 𝐵𝑃 ∼= 𝐶𝑃 ⇐⇒ 𝐵tor
∼= 𝐶tor.

综上所述

𝐵 ∼= 𝐹𝐵 ⊕𝐵tor
∼= 𝐹𝐶 ⊕ 𝐶tor

∼= 𝐶.

5) 对于𝐴⊕𝐴 ∼= 𝐵 ⊕𝐵

类似地，我们有

rank(𝐹𝐴⊕𝐴) = rank(𝐹𝐵⊕𝐵), (𝐴⊕𝐴)tor ∼= (𝐵 ⊕𝐵)tor.

rank(𝐹𝐴⊕𝐴) = rank(𝐹𝐴) + rank(𝐹𝐴), rank(𝐹𝐵⊕𝐵) = rank(𝐹𝐵) + rank(𝐹𝐵).

𝑁𝑛,𝑝(𝐴⊕𝐴) = 𝑁𝑛,𝑝(𝐴) +𝑁𝑛,𝑝(𝐴), 𝑁𝑛,𝑝(𝐵 ⊕𝐵) = 𝑁𝑛,𝑝(𝐵) +𝑁𝑛,𝑝(𝐵).

故

rank(𝐹𝐴) = rank(𝐹𝐵), 𝑁𝑛,𝑝(𝐴) = 𝑁𝑛,𝑝(𝐵).

于是

𝐹𝐴 ∼= 𝐹𝐵 , 𝐴𝑃 ∼= 𝐵𝑃 , 𝐴tor
∼= 𝐵tor.

从而

𝐴 ∼= 𝐹𝐴 ⊕𝐴tor
∼= 𝐹𝐵 ⊕𝐵tor

∼= 𝐵.

Remark. PID上的有限生成模的有限直和运算满足消去律.
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习习习题题题 1.42.

设𝑅是PID，𝑀是𝑅-模. 子模𝑆 ⊆𝑀称为纯子模是指对任意𝑟 ∈ 𝑅，均有

𝑆 ∩ 𝑟𝑀 = 𝑟𝑆.

证明：

1) 若𝑝为非零素元，𝑀是准素(𝑝)-模，则𝑆是𝑀的纯子模当且仅当∀𝑛 ≥ 0

𝑆 ∩ 𝑝𝑛𝑀 = 𝑝𝑛𝑆.

2) 𝑀的直和项是𝑀的纯子模.

3) 𝑀的扭子模𝑀tor是𝑀的纯子模.

4) 若𝑀/𝑆无扭，则𝑆是𝑀的纯子模.

5) 设𝑋是𝑀的纯子模构成的集合族，且满足条件：

若𝑆, 𝑆′ ∈ 𝑋，则𝑆 ⊆ 𝑆′或𝑆′ ⊆ 𝑆. 则 ⋃︁
𝑆∈𝑋

𝑆

是𝑀的纯子模.

Proof. 1) =⇒) 显然.

⇐=) ∀𝑚 ∈𝑀，由𝑀是准素(𝑝)-模知，存在𝑝𝑛 ∈ (𝑝)使得

𝑝𝑛𝑚 = 0.

∀𝑥 ∈ 𝑅，若𝑥 /∈ (𝑝)，则由(𝑝)是素理想知

gcd(𝑥, 𝑝𝑛) = 1, ∀𝑛 ∈ N.

从而存在𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅使得

𝑠𝑥+ 𝑡𝑝𝑛 = 1.

故

𝑚 = 𝑠𝑥𝑚+ 𝑡𝑝𝑛𝑚 = 𝑥(𝑠𝑚) ∈ 𝑥𝑀.

于是

𝑥𝑀 = 𝑀, ∀𝑥 /∈ (𝑝).

同理，对于𝑀的任意子模𝑆

𝑥𝑆 = 𝑆, ∀𝑥 /∈ (𝑝).

∀𝑟 ∈ 𝑅，由因子分解定理

𝑟 = 𝑝𝑘𝑟′, 𝑟′ /∈ (𝑝).

故

𝑆 ∩ 𝑟𝑀 = 𝑆 ∩ 𝑝𝑘𝑟′𝑀 = 𝑆 ∩ 𝑝𝑘𝑀 = 𝑝𝑘𝑆 = 𝑝𝑘𝑟′𝑆 = 𝑟𝑆.

从而，𝑆是𝑀的纯子模.

2) 若𝑆是𝑀的直和项，则存在𝑇使得𝑀 = 𝑆 ⊕ 𝑇 . ∀𝑟 ∈ 𝑅

𝑆 ∩ 𝑟𝑀 = 𝑆 ∩ (𝑟𝑆 ⊕ 𝑟𝑇 ) = 𝑆 ∩ 𝑟𝑆 = 𝑟𝑆.
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从而，𝑆是𝑀的纯子模.

3) ∀𝑚 ∈𝑀 −𝑀tor，∀0 ̸= 𝑟 ∈ 𝑅. 若𝑟𝑚 ∈𝑀tor，则存在0 ̸= 𝑠 ∈ 𝑅使得

0 = 𝑠(𝑟𝑚) = (𝑠𝑟)𝑚.

由于𝑅是PID，𝑠𝑟 ̸= 0，故𝑚 ∈𝑀tor. 矛盾. 从而

𝑟(𝑀 −𝑀tor) ⊆𝑀 −𝑀tor, ∀0 ̸= 𝑟 ∈ 𝑅.

因此

𝑀tor ∩ 𝑟𝑀 = 𝑀tor ∩
(︀
𝑟𝑀tor ∪ 𝑟(𝑀 −𝑀tor)

)︀
= 𝑟𝑀tor, ∀0 ̸= 𝑟 ∈ 𝑅.

从而，𝑆是𝑀的纯子模.

4) ∀𝑚 ∈𝑀 − 𝑆，𝑚+ 𝑆 ̸= 0. 由𝑀/𝑆无扭知

𝑟𝑚+ 𝑆 ̸= 0, ∀0 ̸= 𝑟 ∈ 𝑅.

故𝑟𝑚 ∈𝑀 − 𝑆. 于是

𝑟(𝑀 − 𝑆) ⊆𝑀 − 𝑆, ∀0 ̸= 𝑟 ∈ 𝑅.

从而

𝑆 ∩ 𝑟𝑀 = 𝑆 ∩
(︀
𝑟𝑆 ∪ 𝑟(𝑀 − 𝑆)

)︀
= 𝑆 ∩ 𝑟𝑆 = 𝑟𝑆, 0 ̸= 𝑟 ∈ 𝑅.

因此，𝑆是𝑀的纯子模.

5) 由题意知
⋃︀
𝑆∈𝑋

𝑆是𝑀的子模. ∀𝑟 ∈ 𝑅

(︂ ⋃︁
𝑆∈𝑋

𝑆

)︂
∩ 𝑟𝑀 =

⋃︁
𝑆∈𝑋

(𝑆 ∩ 𝑟𝑀) =
⋃︁
𝑆∈𝑋

𝑟𝑆 = 𝑟

(︂ ⋃︁
𝑆∈𝑋

𝑆

)︂
.

从而，
⋃︀
𝑆∈𝑋

𝑆是𝑀的纯子模.

习习习题题题 1.43.

设𝑅是PID，𝑀是有限生成𝑅-模. 证明：𝑆是𝑀的纯子模当且仅当𝑆是𝑀的直和项.

Proof. ⇐=) 若𝑆是𝑀的直和项，则存在𝑇使得𝑀 = 𝑆 ⊕ 𝑇 . ∀𝑟 ∈ 𝑅

𝑆 ∩ 𝑟𝑀 = 𝑆 ∩ (𝑟𝑆 ⊕ 𝑟𝑇 ) = 𝑆 ∩ 𝑟𝑆 = 𝑟𝑆.

从而，𝑆是𝑀的纯子模.

=⇒) 只需证明：正合列

0 −→ 𝑆
𝑖−→𝑀

𝜋−→𝑀/𝑆 −→ 0

分裂.

∀𝑥 ∈𝑀，考虑循环模(𝑥) ∼= 𝑅/𝐼

(𝑥)

𝑓

��

𝑔

}}
0 // 𝑆

𝑖 // 𝑀
𝜋 // 𝑀/𝑆 // 0
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我们证明：存在𝑔 : (𝑥) −→𝑀使得𝑓 = 𝜋𝑔.

不妨设

𝑓(𝑥) = 𝑚′ + 𝑆.

∀𝑟 ∈ 𝐼，

𝑟𝑚′ + 𝑆 = 𝑟𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑟𝑥) = 𝑓(0) = 0.

故

𝑟𝑚′ ∈ 𝑆 ∩ 𝑟𝑀 = 𝑟𝑆.

于是，存在𝑠′𝑟 ∈ 𝑆 ⊆𝑀使得

𝑟(𝑚′ − 𝑠′𝑟) = 0.

由于𝑅是PID，不妨设𝐼 = (𝑎)，令

𝑔(𝑥) = 𝑚 := 𝑚′ − 𝑠′𝑎.

则𝑅-模同态𝑔 : (𝑥) −→𝑀被唯一确定. 并且

𝜋𝑔(𝑟𝑥) = 𝜋𝑟𝑔(𝑥) = 𝜋(𝑟𝑚′ − 𝑟𝑠′𝑎) = 𝑟𝑚′ + 𝑆 = 𝑓(𝑟𝑥), ∀𝑟𝑥 ∈ (𝑥).

由于𝑀/𝑆是PID上的有限生成模，由定理1.151，𝑀/𝑆同构于有限个循环模的直和. 因此，对于正合列

𝑀/𝑆

id𝑀/𝑆

��

𝑔

}}
0 // 𝑆

𝑖 // 𝑀
𝜋 // 𝑀/𝑆 // 0

存在𝑔 : 𝑀/𝑆 −→𝑀使得

𝜋𝑔 = id𝑀/𝑆 .

故正合列分裂. 从而，𝑆是𝑀的直和项.

Remark. 1) 在构造𝑔 : (𝑥) −→𝑀的过程中，令

𝑔(𝑥) := 𝑚′

的做法是不恰当的. 因为

𝑟𝑥 = 0, ∀𝑟 ∈ 𝐼 = (𝑎).

但是，我们只知道

𝑟𝑚′ ∈ 𝑆, ∀𝑟 ∈ 𝐼 = (𝑎).

对于

𝑟𝑚′ = 𝑟𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑟𝑥) = 0, ∀𝑟 ∈ 𝐼 = (𝑎)

不一定成立.

然而，令

𝑔(𝑥) := 𝑚′ − 𝑠′𝑎

则可以确保不发生这样的矛盾.

可以看出，𝑠′𝑎 ∈ 𝑆的存在性，得益于𝑆是纯子模.

2) 我们知道，若𝑀是平坦𝑅-模，则𝑀 ⊗𝑅 ∙不仅是右正合函子，还是左正合函子，从而是正合函子. 反过

来，若𝑀 ⊗𝑅 ∙是正合函子，则𝑀不一定是平坦𝑅-模. 纯子模的定义与此有关.
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习习习题题题 1.44.

设𝑘是域，𝑀是有限生成𝑘[𝑥]-扭模. 若𝑀的阶是

(𝑥− 1)3(𝑥+ 1)2.

试求𝑀的可能结构，给出它的初等因子组和对应的不变因子.

Proof.

初等银子组 不变因子

(𝑥− 1, 𝑥− 1, 𝑥− 1, 𝑥+ 1, 𝑥+ 1) (𝑥− 1) | (𝑥− 1)(𝑥+ 1) | (𝑥− 1)(𝑥+ 1)(︀
𝑥− 1, (𝑥− 1)2, 𝑥+ 1, 𝑥+ 1

)︀
(𝑥− 1)(𝑥+ 1) | (𝑥− 1)2(𝑥+ 1)(︀

(𝑥− 1)3, 𝑥+ 1, 𝑥+ 1
)︀

(𝑥+ 1) | (𝑥− 1)3(𝑥+ 1)(︀
𝑥− 1, 𝑥− 1, 𝑥− 1, (𝑥+ 1)2

)︀
(𝑥− 1) | (𝑥− 1) | (𝑥− 1)(𝑥+ 1)2(︀

𝑥− 1, (𝑥− 1)2, (𝑥+ 1)2
)︀

(𝑥− 1) | (𝑥− 1)2(𝑥+ 1)2(︀
(𝑥− 1)3, (𝑥+ 1)2

)︀
(𝑥− 1)3(𝑥+ 1)2

Remark. 注意，阶是所有初等因子的乘积，也是所有不变因子的乘积.

设𝑘是域，𝑅 = 𝑘[𝑥, 𝑦]，𝐼 = (𝑥, 𝑦).

1) 给出𝐼/𝐼2与𝐼/𝐼2 ⊗𝑅 𝐼/𝐼2的结构.

2) 证明：𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥 ∈ 𝐼 ⊗𝑅 𝐼不为零.

3) 求出𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥 ∈ 𝐼 ⊗𝑅 𝐼的零化子，从而说明𝐼 ⊗𝑅 𝐼不是无扭的.

4) 证明：𝐼不是平坦𝑅-模.

Proof. 1) ∀ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐼，存在𝑓1, 𝑔1, 𝑓2, 𝑔2 ∈ 𝑅使得

ℎ1 = 𝑓1𝑥+ 𝑔1𝑦, ℎ2 = 𝑓2𝑥+ 𝑔2𝑦.

于是

ℎ1ℎ2 = 𝑓1𝑓2𝑥
2 + (𝑓1𝑔2 + 𝑔1𝑓2)𝑥𝑦 + 𝑔1𝑔2𝑦

2 ∈ (𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2).

因此，𝐼2 ⊆ (𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2). 另一方面的包含关系是显然的，故𝐼2 = (𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2). 从而

𝐼/𝐼2 = {𝑘1𝑥+ 𝑘2𝑦 + 𝐼2 : 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝑘} ∼= 𝑘𝑥⊕ 𝑘𝑦.

其中，𝑅对𝑘𝑥⊕ 𝑘𝑦的数乘作用为：𝑟 ∈ 𝐼，则数乘结果为零. 其余情况为𝑘[𝑥, 𝑦]内通常的乘法. 因此，𝐼/𝐼2视

为𝑘- 模是2维𝑘-线性空间.

同理

𝐼/𝐼2 ⊗𝑅 𝐼/𝐼2 ∼= 𝑘(𝑥⊕𝑅 𝑥) ⊕ 𝑘(𝑥⊕𝑅 𝑦) ⊕ 𝑘(𝑦 ⊕𝑅 𝑥) ⊕ 𝑘(𝑦 ⊕𝑅 𝑦).

𝑅对其数乘作用也是类似的. 因此，𝐼/𝐼2 ⊗𝑅 𝐼/𝐼2视为𝑘-模是4维𝑘-线性空间.

2) 方法一：令𝜙 : 𝐼 × 𝐼 −→ 𝑘

(𝑓, 𝑔) ↦−→ 𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑔
𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
(0,0)

.
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Check：𝜙是双线性的. 加法显然，主要是数乘.

∀ℎ ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦]

𝜙(ℎ𝑓, 𝑔) = 𝑓
𝜕ℎ

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
(0,0)

+ ℎ
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
(0,0)

= ℎ
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
(0,0)

= ℎ𝜙(𝑓, 𝑔).

因此，𝜙诱导了张量积映射𝜙′ : 𝐼 ⊗𝑅 𝐼 −→ 𝑘. 由于

𝜙(𝑥, 𝑦) − 𝜙(𝑦, 𝑥) = 1 − 0 = 1 ̸= 0.

故

𝜙′(𝑥⊗𝑅 𝑦) − 𝜙′(𝑦 ⊗𝑅 𝑥) = 1 ̸= 0.

从而

𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥 ̸= 0.

方法二：作基变换

𝐼 ⊗𝑅 𝐼 ⊗𝑅 𝑅/𝐼 ∼= (𝑅/𝐼 ⊗𝑅 𝐼) ⊗𝑅/𝐼 (𝑅/𝐼 ⊗𝑅 𝐼) ∼= 𝐼/𝐼2 ⊗𝑅/𝐼 𝐼/𝐼2.

那么

𝑥⊗𝑅 𝑦 = 𝑦 ⊗𝑅 𝑥 =⇒ 𝑥⊗𝑅 𝑦 ⊗𝑅 1 = 𝑦 ⊗𝑅 𝑥⊗𝑅 1 =⇒ 𝑥⊗𝑅/𝐼 𝑦 = 𝑦 ⊗𝑅/𝐼 𝑥.

但𝐼/𝐼2 ⊗𝑅/𝐼 𝐼/𝐼2是4维𝑘-线性空间，这不可能.

3) 由于

𝑥(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥) =𝑥(𝑥⊗𝑅 𝑦) − 𝑥(𝑦 ⊗𝑅 𝑥)

=(𝑥⊗𝑅 𝑦)𝑥− 𝑥𝑦 ⊗𝑅 𝑥

=(𝑥⊗𝑅 𝑥)𝑦 − 𝑥𝑦 ⊗𝑅 𝑥

=𝑦(𝑥⊗𝑅 𝑥) − 𝑥𝑦 ⊗𝑅 𝑥 = 0.

故

(𝑥) ⊆ ann(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥).

同理

(𝑦) ⊆ ann(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥).

于是

𝐼 = (𝑥, 𝑦) ⊆ ann(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥).

注意到，𝐼是𝑘[𝑥, 𝑦]的极大理想，而ann(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥)是𝑘[𝑥, 𝑦]的理想. 若

𝐼 ̸= ann(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥).

那么

𝑅 = ann(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥).

但

1 /∈ ann(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥).

矛盾.

因此

ann(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥) = 𝐼.
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4) 不妨设𝐼是平坦𝑅-模. 那么，正合列

0 −→ 𝐼 −→ 𝑅 −→ 𝑅/𝐼 −→ 0

诱导下列正合

0 −→ 𝐼 ⊗𝑅 𝐼 −→ 𝐼 −→ 𝑅/𝐼 ⊗𝑅 𝐼 −→ 0.

∀𝑓 ∈ Hom𝑅(𝐼 ⊗𝑅 𝐼, 𝐼)

𝑥𝑓(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥) = 𝑓
(︀
𝑥(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥)

)︀
= 𝑓(0) = 0.

从而

𝑓(𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥) = 0.

故

0 ̸= 𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥 ∈ ker 𝑓.

因此，Hom𝑅(𝐼 ⊗𝑅 𝐼, 𝐼)中不存在单射. 这与𝐼的平坦性的假设矛盾. 故𝐼不是平坦𝑅-模.

Remark. 1) 这个题目给出了一个无扭但不平坦的例子.

2) 若𝑅是交换环，𝐹是自由𝑅-模，m是𝑅的极大理想，则

𝐹/(m𝐹 ) ∼= (𝑅/m) ⊗𝑅 𝐹 ∼= (𝑅/m) ⊗𝑅
(︁⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑅𝑖

)︁
∼=
⨁︁
𝑖∈𝐼

(︀
(𝑅/m) ⊗𝑅 𝑅𝑖

)︀ ∼= ⨁︁
𝑖∈𝐼

𝑅𝑖/m.

而𝑅/m是一个域，故
⨁︀
𝑖∈𝐼

𝑅𝑖/m作为𝑅/m-模是一个线性空间.

3) 在证明

𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥 ∈ 𝐼 ⊗𝑅 𝐼

不为零时，我们可以使用如下引理：

设𝑀,𝑁是𝑅-模，{𝑛𝜆}𝜆∈Λ是𝑁的一组生成元. 那么

𝑡 =
∑︁
𝜆∈Λ′

𝑚𝜆 ⊗𝑅 𝑛𝜆, ∀𝑡 ∈𝑀 ⊗𝑅 𝑁.

其中，𝑚𝜆 ∈ 𝑀，Λ′是Λ的有限子集. 更进一步地，𝑡 = 0当且仅当存在某个有限集Σ′以及𝑥𝜆𝜎 ∈ 𝑅，𝑚𝜎 ∈
𝑀使得 ∑︁

𝜎∈Σ′

𝑥𝜆𝜎𝑚𝜎 = 𝑚𝜆, ∀𝜆 ∈ Λ′,
∑︁
𝜆∈Λ′

𝑥𝜆𝜎𝑛𝜆 = 0, ∀𝜎 ∈ Σ′.

视右侧的𝑦, 𝑥 = 𝑛𝜆，若

0 = 𝑥⊗𝑅 𝑦 − 𝑦 ⊗𝑅 𝑥 ∈ 𝐼 ⊗𝑅 𝐼.

则引理中的𝑥𝜆𝜎 = 0. 这意味着𝑥, 𝑦 = 𝑚𝜆 = 0，矛盾.

Proof. 𝑀 ⊗𝑅 𝑁由形如𝑚⊗ 𝑛，𝑚 ∈𝑀，𝑛 ∈ 𝑁的元素生成. 不妨设

𝑛 =
∑︁
𝜆∈Λ′′

𝑥𝜆𝑛𝜆, 𝑥𝜆 ∈ 𝑅, 𝑛𝜆 ∈ 𝑁.

那么

𝑚⊗𝑅 𝑛 =
∑︁
𝜆∈Λ′′

(𝑥𝜆𝑚) ⊗𝑅 𝑛𝜆.
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于是，𝑡可以表示为

𝑡 =
∑︁
𝜆∈Λ′

𝑚𝜆 ⊗𝑅 𝑛𝜆, ∀𝑡 ∈𝑀 ⊗𝑅 𝑁.

若存在某个有限集Σ′以及𝑥𝜆𝜎 ∈ 𝑅，𝑚𝜎 ∈𝑀 使得∑︁
𝜎∈Σ′

𝑥𝜆𝜎𝑚𝜎 = 𝑚𝜆, ∀𝜆 ∈ Λ′,
∑︁
𝜆∈Λ′

𝑥𝜆𝜎𝑛𝜆 = 0, ∀𝜎 ∈ Σ′.

那么

𝑡 =
∑︁
𝜆∈Λ′

𝑚𝜆 ⊗𝑅 𝑛𝜆 =
∑︁
𝜆∈Λ′

(︁ ∑︁
𝜎∈Σ′

𝑥𝜆𝜎𝑚𝜎

)︁
⊗𝑅 𝑛𝜆 =

∑︁
𝜎∈Σ′

(︁
𝑚𝜎 ⊗𝑅

∑︁
𝜆∈Λ′

𝑥𝜆𝜎𝑛𝜆

)︁
= 0.

反之，任意一个模都是某个自由模的商模，即某个自由模的同态像. 因此，存在某个自由模𝐹以及𝛽，使

得im𝛽 = ker𝛼. 于是有正合列 ⨁︁
𝜎∈Σ

𝑅𝑒𝜎
𝛽−→
⨁︁
𝜆∈Λ

𝑅𝑒𝜆
𝛼−→ 𝑁 −→ 0.

其中，{𝑒𝜆}𝜆∈Λ是自由模
⨁︀
𝜆∈Λ

𝑅𝑒𝜆的一组标准基且

𝛼(𝑒𝜆) = 𝑛𝜆, ∀𝜆 ∈ Λ.

由张量积函子的右正合性

𝑀 ⊗𝑅
⨁︁
𝜎∈Σ

𝑅𝑒𝜎
id𝑀⊗𝑅𝛽−−−−−→𝑀 ⊗𝑅

⨁︁
𝜆∈Λ

𝑅𝑒𝜆
id𝑀⊗𝑅𝛼−−−−−→𝑀 ⊗𝑅 𝑁 −→ 0.

更进一步地，若 ∑︁
𝜆∈Λ′

𝑚𝜆 ⊗𝑅 𝑛𝜆 = 0.

那么

(id𝑀 ⊗𝑅 𝛼)
(︁ ∑︁
𝜆∈Λ′

𝑚𝜆 ⊗𝑅 𝑒𝜆
)︁

= 0.

由正合性，存在𝑠 ∈𝑀 ⊗𝑅
⨁︀
𝜎∈Σ

𝑅𝑒𝜎使得

(id𝑀 ⊗𝑅 𝛽)(𝑠) =
∑︁
𝜆∈Λ′

𝑚𝜆 ⊗𝑅 𝑒𝜆.

不妨设{𝑒𝜎}𝜎∈Σ是𝑀 ⊗𝑅
⨁︀
𝜎∈Σ

𝑅𝑒𝜎的一组标准基，则𝑠可以表示为

𝑠 =
∑︁
𝜎∈Σ′

𝑚𝜎 ⊗𝑅 𝑒𝜎, 𝑚𝜎 ∈𝑀.

而𝛽(𝑒𝜎)可以表示为

𝛽(𝑒𝜎) =
∑︁
𝜆∈Λ′

𝑥𝜆𝜎𝑒𝜆, ∀𝜎 ∈ Σ′.

由正合性 ∑︁
𝜆∈Λ′

𝑥𝜆𝜎𝑛𝜆 = 𝛼𝛽(𝑒𝜎) = 0, ∀𝜎 ∈ Σ′.

此时

0 =
∑︁
𝜆∈Λ′

𝑚𝜆 ⊗𝑅 𝑒𝜆 −
∑︁
𝜎∈Σ′

𝑚𝜎 ⊗𝑅
(︁ ∑︁
𝜆∈Λ′

𝑥𝜆𝜎𝑒𝜆

)︁
=
∑︁
𝜆∈Λ′

(︁
𝑚𝜆 −

∑︁
𝜎∈Σ′

𝑥𝜆𝜎𝑚𝜎

)︁
⊗𝑅 𝑒𝜆.
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{𝑒𝜆}𝜆∈Λ是自由模
⨁︀
𝜆∈Λ

𝑅𝑒𝜆的一组标准基，因此它们线性无关. 故

𝑚𝜆 =
∑︁
𝜎∈Σ′

𝑥𝜆𝜎𝑚𝜎, ∀𝜆 ∈ Λ′.
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Chapter 2. Commutative Algebra.

习习习题题题 2.1.

设𝑅是Noether环. 证明：𝑀是Noether 𝑅-模当且仅当𝑀是有限生成𝑅- 模.

Proof. =⇒) 若𝑀是Nother 𝑅-模，作为自身的子模，𝑀是有限生成的.

⇐=) 由于𝑀是有限生成𝑅-模，存在某个𝑛 ∈ N以及𝑅-模𝐾使得

0 −→ 𝐾 −→ 𝑅𝑛 −→𝑀 −→ 0

正合. 由于𝑅是Noether环，由习题2.2知，𝑅𝑛是Noether 𝑅-模. 由命题2.11.(1)知，𝐾,𝑀是Noether 𝑅-模.

习习习题题题 2.2.

设𝑅是Noether环. 证明：𝑅𝑛是Noether 𝑅-模.

Proof. 令𝑅𝑖 = 𝑅，𝑖 ∈ N，由命题2.11.(2)知，正合列

0 −→ 𝑅1 −→ 𝑅1 ⊕𝑅2 −→ 𝑅2 −→ 0

给出𝑅2 ∼= 𝑅1 ⊕𝑅2是Noether 𝑅-模.

由数学归纳法知，正合列

0 −→ 𝑅𝑛 −→ 𝑅1 ⊕ · · · ⊕𝑅𝑛 −→ 𝑅1 ⊕ · · · ⊕𝑅𝑛−1 −→ 0

给出𝑅𝑛 ∼= 𝑅1 ⊕ · · · ⊕𝑅𝑛是Noether 𝑅-模.

Remark. 若𝑅𝑛是Noether环，作为它的商环

𝑅 ∼= 𝑅𝑛/𝑅𝑛−1

也是Noether环.

更一般的，Noether环的有限直和与直和项都是Noether环.

习习习题题题 2.3.

设𝑘是域. 证明：多项式环𝑘[𝑥]中包含𝑘的子环都是Noether环.

Proof. 设𝑅是𝑘[𝑥]中包含𝑘的子环. 若𝑅 = 𝑘，则𝑅是Noether环. 若𝑅 ̸= 𝑘，取𝑓 ∈ 𝑅 − 𝑘. 由于𝑘 ⊆ 𝑅，不妨

设𝑓是首一的且deg(𝑓) = 𝑛. 令𝜙 : 𝑘[𝑥] −→ 𝑘[𝑓 ]

𝑥 ↦−→ 𝑓.

显然，𝜙是满射，从而

𝑘[𝑥]/ ker𝜙 ∼= 𝑘[𝑓 ].
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域𝑘是Noether环，由Hilbert基定理知，𝑘[𝑥]是Noether环，从而𝑘[𝑓 ]作为𝑘[𝑥]的商环也是Noether环. 显然

𝑘[𝑓 ] ⊆ 𝑅 ⊆ 𝑘[𝑥]

因此，𝑘[𝑥]与𝑅可以视为𝑘[𝑓 ]-模.

我们证明：𝑘[𝑥]是𝑘[𝑓 ]上的有限生成模且{1, 𝑥, · · · , 𝑥𝑛}是它的一组生成元.

∀𝑔 ∈ 𝑘[𝑥]，若0 ≤ deg(𝑔) ≤ 𝑛，由于𝑘 ⊆ 𝑘[𝑓 ]，𝑘[𝑥]显然可以由{1, 𝑥, · · · , 𝑥𝑛}生成.

不妨设deg(𝑔) = 𝑘 − 1时，𝑔可以由{1, 𝑥, · · · , 𝑥𝑛}生成.

那么，对于deg(𝑔) = 𝑘，做带余除法

𝑘 = 𝑞𝑛+ 𝑟, 0 ≤ 𝑟 < 𝑛.

不妨设𝑔是首一多项式，那么

deg(𝑔 − 𝑓𝑞𝑥𝑟) ≤ 𝑘 − 1.

从而，𝑔 − 𝑓𝑞𝑥𝑟可以被{1, 𝑥, · · · , 𝑥𝑛}生成. 故𝑔可以被{1, 𝑥, · · · , 𝑥𝑛}生成. 由数学归纳法知，𝑘[𝑥]是𝑘[𝑓 ]上的

有限生成模，从而𝑘[𝑥] 是Noether 𝑘[𝑓 ]-模.

显然，𝑅作为𝑘[𝑓 ]-模是𝑘[𝑥]的子模，从而也是Noether 𝑘[𝑓 ]-模. 𝑅中的理想𝐼作为𝑅的𝑘[𝑓 ]-子模在𝑘[𝑓 ]上都

是有限生成的，因而𝐼在𝑅 ⊇ 𝑘[𝑓 ]上也是有限生成的. 故𝐼是𝑅的有限生成理想. 因此，𝑅 是Noether环.

Remark. 1) Noether模的子模是Noether模，但Noether环的子环不一定是Noether环. 域是Noether环，

任意一个整环𝑅都可以扩充成为其商域Frac(𝑅). 因此，整环𝑅可以不是Noether环，但它一定是Noether

环Frac(𝑅)的子环. 要求𝑘[𝑥]的子环包含𝑘就是为了避免这种情况出现.

2) 𝑘[𝑥]在𝑘[𝑓 ]上整，从而是有限生成𝑘[𝑓 ]-模.

Proof. 显然，𝑥是𝑘[𝑓 ]上的关于变量𝑦的多项式

𝑔(𝑦) := 𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)

的根. 从而，𝑥在𝑘[𝑓 ]上整. 由命题2.43.(2)，𝑘[𝑓 ][𝑥] = 𝑘[𝑥]是有限生成𝑘[𝑓 ]-模.

3) 设𝐼是𝑅的理想，我们证明𝐼在𝑅上是有限生成的.

Proof. 令

𝑛 := min{deg(𝑓) : 𝑓 ∈ 𝐼}.

由于𝑘 ⊆ 𝑅，取首一的𝑓0 ∈ 𝐼使得deg(𝑓0) = 𝑛. 取首一的𝑓𝑘使得

deg(𝑓𝑘) = min{deg(𝑓) : 𝑓 ∈ 𝐼, deg(𝑓) ≡ 𝑘(mod𝑛)}.

若不存在这样的𝑓𝑘就把它记为𝑓𝑘 := 0.

我们证明：𝐼由{𝑓0, 𝑓1, · · · , 𝑓𝑛−1}生成.

𝑠 < 𝑛时，𝐼 ∩ {𝑓 : 0 ≤ deg(𝑓) ≤ 𝑠} = ∅. 因为𝐼中的最低次多项式是𝑛次的.

𝑠 = 𝑛时，∀𝑔 ∈ 𝐼 ∩ {𝑓 : 0 ≤ deg(𝑓) ≤ 𝑠}，deg(𝑔) = 𝑛. 做带余除法

𝑔 = 𝑞𝑓0 + 𝑟, 𝑞 ∈ 𝑘 ⊆ 𝑅, 0 ≤ deg(𝑟) < 𝑛.

显然，𝑟 = 𝑔 − 𝑞𝑓0 ∈ 𝐼. 若𝑟 ̸= 0，则deg(𝑟) < deg(𝑓0)，这与𝑓0的选取矛盾. 故𝑓0 | 𝑔，从而𝑔由𝑓0生成.
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设𝑠 = 𝑚 ≥ 𝑛时，命题成立. ∀𝑔 ∈ 𝐼 ∩ {𝑓 : 0 ≤ deg(𝑓) ≤ 𝑚+ 1}，则

deg(𝑔) ≡ 𝑗(mod𝑛), 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1.

由𝑓𝑘的取法知，存在𝑎 ∈ N使得
deg(𝑔) = 𝑎deg(𝑓0) + deg(𝑓𝑗).

由于𝑘 ⊆ 𝑅，不妨设𝑔是首一多项式. 此时

deg(𝑔 − (𝑓0)𝑎𝑓𝑗) ≤ deg(𝑔) − 1 ≤ 𝑚.

由归纳假设知，𝑔 − (𝑓0)𝑎𝑓𝑗由{𝑓0, 𝑓1, · · · , 𝑓𝑛−1}生成. 故𝑔 由{𝑓0, 𝑓1, · · · , 𝑓𝑛−1}生成. 由数学归纳法知，𝐼由

{𝑓0, 𝑓1, · · · , 𝑓𝑛−1}生成. 从而，𝑅是Noether环.

习习习题题题 2.4.

证明：𝑅是Noether环当且仅当𝑅中每个素理想都是有限生成的.

Proof. =⇒) 显然. 𝑅是Noether环，则它的每个理想都是有限生成的，自然也包括素理想.

⇐=) 令

Λ := {𝐼𝜆 ⊆ 𝑅 : 𝐼𝜆不是有限生成理想}.

若Λ ̸= ∅，那么它以包含关系构成非空偏序集，并且同一条链中所有理想的并𝐼显然是个理想. 若𝐼是有

限生成的，则它的生成元分别含于这条链中的有限个理想内. 由包含关系知，所有生成元都含在这有限个

理想中的最大的那个理想𝐼 ′内. 从而，𝐼 ⊆ 𝐼 ′ ⊆ 𝐼可被有限生成. 这与𝐼 ′ ∈ Λ矛盾. 于是，𝐼不是有限生成的.

即：𝐼 ∈ Λ是这条链的上界. 由Zorn引理，Λ有极大元a. 下证a是素理想，从而是有限生成的，这与𝑎 ∈ Λ矛

盾. 于是，Λ = ∅. 故𝑅是Noether环.

若a不是素理想，则存在𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅使得𝑥, 𝑦 /∈ a但𝑥𝑦 ∈ a. 由于a极大，故(𝑥) + a % a不在Λ中. 故(𝑥) + a是

有限生成理想. 不妨设它的一组生成元为

𝑥, 𝑎1, · · · , 𝑎𝑛.

其中，𝑎1, · · · , 𝑎𝑛 ∈ a.

∀𝑎 ∈ a ⊆ (𝑥) + a，存在𝑎0 ∈ (𝑎1, · · · , 𝑎𝑛)，𝑏 ∈ 𝑅使得

𝑎 = 𝑎0 + 𝑏𝑥.

故

𝑏𝑥 = 𝑎− 𝑎0 ∈ a.

即

𝑏 ∈ (a : 𝑥) := {𝑟 ∈ 𝑅 : 𝑟𝑥 ∈ a}.

于是

a ⊆ (𝑎1, · · · , 𝑎𝑛) + 𝑥(a : 𝑥).

显然，𝑥(a : 𝑥) ⊆ a. 因此

(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛) + 𝑥(a : 𝑥) ⊆ a.

故

(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛) + 𝑥(a : 𝑥) = a.
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显然，(a : 𝑥) ⊇ a. 由于𝑥𝑦 ∈ a，故𝑦 ∈ (a : 𝑥). 又因为𝑦 /∈ a，故

(a : 𝑥) % a.

由a的极大性知，(a : 𝑥) /∈ Λ是有限生成理想. 故

a = (𝑎1, · · · , 𝑎𝑛) + 𝑥(a : 𝑥)

也是有限生成理想. 这与a ∈ Λ矛盾. 因此，a是素理想.

Remark. 环𝑅中所有非有限生成的理想构成的集合Σ 具有极大元𝐼，这由Zorn引理所保证. 这个极大

元𝐼一定是一个素理想. 可以看出，环𝑅中的素理想都是有限生成的，决定了𝑅中所有理想都是有限生成的.

因此，素理想在环中具有特殊地位.

习习习题题题 2.5.

设𝑅是Noether环. 证明：幂级数环𝑅[[𝑥]]是Noether环.

Proof. 我们证明，𝑅[[𝑥]]中的素理想都是有限生成的. 从而，由习题2.4知，𝑅[[𝑥]]是Noether环.

设𝒫 ∈ Spec
(︀
𝑅[[𝑥]]

)︀
，令𝜙 : 𝑅[[𝑥]] −→ 𝑅

∞∑︁
𝑗=0

𝑟𝑗𝑥
𝑗 ↦−→ 𝑟0.

则𝜙是一个满同态，故𝜙(𝒫)是𝑅中的理想. 由于𝑅是Noether环，𝜙(𝒫)是有限生成的，不妨设它的一组生成元

为 {︀
𝑎
(1)
0 , · · · , 𝑎(𝑡)0

}︀
.

设𝑎
(𝑖)
0 的一个原像为

𝑓 (𝑖) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑎
(𝑖)
𝑗 𝑥𝑗 , 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑡.

1) 若𝑥 ∈ 𝒫，则𝒫由
{︀
𝑎
(1)
0 , · · · , 𝑎(𝑡)0 , 𝑥

}︀
生成.

显然

𝑎
(𝑖)
0 = 𝑓 (𝑖) − 𝑥

∞∑︁
𝑗=0

𝑎
(𝑖)
𝑗+1𝑥

𝑗 ∈ 𝒫, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑡.

∀𝑓 =
∞∑︀
𝑗=0

𝑏𝑗𝑥
𝑗 ∈ 𝒫

𝑏0 ∈ 𝜙(𝒫) =

𝑡∑︁
𝑖=1

𝑎
(𝑖)
0 𝑅 ⊆

𝑡∑︁
𝑖=1

𝑎
(𝑖)
0 𝑅[[𝑥]].

故

𝑓 = 𝑏0 + 𝑥

∞∑︁
𝑗=0

𝑏
(𝑖)
𝑗+1𝑥

𝑗 ∈
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑎
(𝑖)
0 𝑅[[𝑥]] ⊕ 𝑥𝑅[[𝑥]].

2) 若𝑥 /∈ 𝒫，则𝒫由
{︀
𝑓 (1), · · · , 𝑓 (𝑡)

}︀
生成.

我们使用数学归纳法证明，∀𝑓 =
∞∑︀
𝑗=0

𝑏𝑗𝑥
𝑗 ∈ 𝒫，∀𝑛 ∈ N，存在𝑔𝑛 ∈ 𝑅[[𝑥]]以及

{︀
𝑏
(1)
0 , · · · , 𝑏(𝑡)0 , 𝑏

(1)
1 , · · · , 𝑏(𝑡)1 , · · · , 𝑏(1)𝑛−1, · · · , 𝑏

(𝑡)
𝑛−1

}︀
⊆ 𝑅
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使得

𝑓 −
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑖)
(︂ 𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑏
(𝑖)
𝑗 𝑥𝑗

)︂
= 𝑥𝑛𝑔𝑛.

𝑛 = 1时，𝑏0 ∈ 𝜙(𝒫)，存在
{︀
𝑏
(1)
0 , · · · , 𝑏(𝑡)0

}︀
⊆ 𝑅使得

𝑏0 =

𝑡∑︁
𝑖=1

𝑎
(𝑖)
0 𝑏

(𝑖)
0 .

故

𝑓 −
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑏
(𝑖)
0 𝑓 (𝑖) = 𝑥𝑔1.

现在设

𝑓 −
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑖)
(︂ 𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑏
(𝑖)
𝑗 𝑥𝑗

)︂
= 𝑥𝑛𝑔𝑛

成立. 注意到上式左边位于𝒫中，而𝑥 /∈ 𝒫，由𝒫是素理想知，𝑔𝑛 ∈ 𝒫. 从而，由𝑛 = 1时的结论，存

在𝑔𝑛+1 ∈ 𝑅[[𝑥]]以及
{︀
𝑏
(1)
𝑛 , · · · , 𝑏(𝑡)𝑛

}︀
⊆ 𝑅使得

𝑔𝑛 −
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑏(𝑖)𝑛 𝑓 (𝑖) = 𝑥𝑔𝑛+1.

故

𝑓 −
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑖)
(︂ 𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑏
(𝑖)
𝑗 𝑥𝑗

)︂
= 𝑥𝑛

(︂
𝑥𝑔𝑛+1 +

𝑡∑︁
𝑖=1

𝑏(𝑖)𝑛 𝑓 (𝑖)
)︂
.

即

𝑓 −
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑖)
(︂ 𝑛∑︁
𝑗=0

𝑏
(𝑖)
𝑗 𝑥𝑗

)︂
= 𝑥𝑛+1𝑔𝑛+1.

令

𝑒(𝑖) :=

∞∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗(𝑖)𝑥
𝑖 ∈ 𝑅[[𝑥]].

则由上述命题知，∀𝑛 ∈ N

𝑓 −
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑒(𝑖)𝑓 (𝑖) =𝑥𝑛𝑔𝑛 +

𝑡∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑖)
(︂ 𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑏
(𝑖)
𝑗 𝑥𝑗

)︂
−

𝑡∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑖)
(︂ ∞∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗(𝑖)𝑥
𝑖

)︂

=𝑥𝑛𝑔𝑛 −
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑖)
(︂ ∞∑︁
𝑗=𝑛

𝑏𝑗(𝑖)𝑥
𝑖

)︂
∈ 𝑥𝑛𝑅[[𝑥]].

从而

𝑓 −
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑒(𝑖)𝑓 (𝑖) ∈
⋂︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑅[[𝑥]] = {0}.

故

𝑓 =

𝑡∑︁
𝑖=1

𝑒(𝑖)𝑓 (𝑖) ∈
𝑡∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑖)𝑅[[𝑥]].
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Remark. 1) 此命题也可以仿照Hilbert基定理的构造性证明. 由于幂级数不像多项式一样有次数，我们

需要定义一个阶数𝑜(𝑓)来代替次数的作用. 此即：幂级数的阶数为，幂级数中最低次项的次数. 和多项式的

次数类似，幂级数的阶数也有一些相应的性质. 例如：

𝑜(𝑓𝑔) ≥ 𝑜(𝑓)𝑜(𝑔), 𝑜(𝑓 + 𝑔) ≥ min
(︀
𝑜(𝑓) + 𝑜(𝑔)

)︀
.

Proof. 设𝐵为𝑅[[𝑥]]中的理想，我们构造它的一组基.

∀𝑗 = 0, 1, 2, · · ·，令

𝐼𝑗 := {𝑏𝑗 ∈ 𝑅 :存在𝑔𝑗 ∈ 𝐵, 𝑜(𝑔𝑗) > 𝑗, 𝑓𝑗 = 𝑏𝑗𝑥
𝑗 + 𝑔𝑗 ∈ 𝐵}.

那么，𝐼𝑗是𝑅中的理想且

𝑥𝑓𝑗 = 𝑏𝑗𝑥
𝑗+1 + 𝑥𝑔𝑗 ∈ 𝐵.

故𝑏𝑗 ∈ 𝐼𝑗+1. 从而，𝐼𝑗 ⊆ 𝐼𝑗+1. 由于𝑅是Noether环，不妨设

𝐼0 ⊆ 𝐼1 ⊆ · · ·

在𝐼𝑚处稳定. 设𝐼𝑚的一组生成元为 {︀
𝑏(1)𝑚 , · · · , 𝑏(𝑘)𝑚

}︀
.

由幂级数阶的性质知

𝐼 := {𝑓 ∈ 𝑅[[𝑥]] : 𝑜(𝑓) ≥ 𝑚}

是𝑅[[𝑥]]中的理想. 令𝐵𝑚 := 𝐵 ∩ 𝐼. 由𝐼𝑚的定义知，存在𝑔(1)𝑚 , · · · , 𝑔(𝑘)𝑚 ∈ 𝐵使得

𝑓 (1)𝑚 = 𝑏(1)𝑚 𝑥𝑚 + 𝑔(1)𝑚 , · · · , 𝑓 (𝑘)𝑚 = 𝑏(𝑘)𝑚 𝑥𝑚 + 𝑔(𝑘)𝑚 , 𝑜(𝑔(𝑖)𝑚 ) > 𝑚, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.

显然，𝑓
(1)
𝑚 , · · · , 𝑓 (𝑘)𝑚 ∈ 𝐵𝑚.

∀𝑓 = 𝑏𝑛𝑥
𝑛 + 𝑔𝑛 ∈ 𝐵𝑚，𝑏𝑛 ∈ 𝑅，𝑜(𝑔𝑛) > 𝑛，𝑛 ≥ 𝑚. 由于𝑏𝑛 ∈ 𝐼𝑛 = 𝐼𝑚，存在𝑎1, · · · , 𝑎𝑘 ∈ 𝑅使得

𝑏𝑛 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏
(𝑖)
𝑚 .

此时

𝑜

(︂
𝑓 −

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
𝑛−𝑚𝑓 (𝑖)𝑚

)︂
> 𝑛.

重复上述过程，我们可以得到一列整数

𝑛1 = 𝑛−𝑚 < 𝑛2 < 𝑛3 < · · ·

以及𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑅，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘，𝑗 = 1, 2, · · ·使得

𝑜

(︂
𝑓 −

𝑘∑︁
𝑖=1

(︁ 𝑟∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥
𝑛𝑗

)︁
𝑓 (𝑖)𝑚

)︂
> 𝑛+ 𝑛𝑟 −→ ∞, 𝑟 = 1, 2, · · · .

令

𝑎𝑖 = lim
𝑟→∞

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥
𝑛𝑗 =

∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥
𝑛𝑗 ∈ 𝑅[[𝑥]].
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则

𝑓 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑓
(𝑖)
𝑚 .

故𝐵𝑚的一组生成元为𝑓
(1)
𝑚 , · · · , 𝑓 (𝑘)𝑚 ∈ 𝐵𝑚.

对于𝐼𝑗 ⊆ 𝑅，0 ≤ 𝑗 < 𝑚，由于𝑅是Noether环，它们都是有限生成的. 选择生成元

𝑏
(1)
𝑗 , · · · 𝑏(𝑘𝑗)𝑗 ∈ 𝐼𝑗 , 0 ≤ 𝑗 < 𝑚.

由𝐼𝑗 ⊆ 𝑅，0 ≤ 𝑗 < 𝑚的定义知，存在相应的𝑔
(1)
𝑗 , · · · , 𝑔(𝑘𝑗)𝑗 ，1 ≤ 𝑗 < 𝑚使得

𝑓
(1)
𝑗 = 𝑏

(1)
𝑗 𝑥𝑗 + 𝑔

(1)
𝑗 , · · · , 𝑓 (𝑘𝑗)𝑗 = 𝑏

(𝑘𝑗)
𝑗 𝑥𝑗 + 𝑔

(𝑘𝑗)
𝑗 , 𝑜(𝑔

(𝑖)
𝑗 ) > 𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘𝑗 , 1 ≤ 𝑗 < 𝑚.

∀𝑓 = 𝑏𝑛𝑥
𝑛 + 𝑔𝑛 ∈ 𝐵，𝑏𝑛 ∈ 𝑅，𝑜(𝑔𝑛) > 𝑛，𝑛 < 𝑚，与𝑛 ≥ 𝑚的情形类似，由数学归纳法知，可以利用{︀

𝑓
(1)
0 , · · · , 𝑓 (𝑘0)0 , 𝑓

(1)
1 , · · · , 𝑓 (𝑘1)1 , · · · , 𝑓 (1)𝑚−1, · · · , 𝑓

(𝑘𝑚−1)
𝑚−1

}︀
通过有限步，逐步把𝑓的阶数升高得到

𝑜(𝑓) < 𝑜(𝑓 (1)) < · · · < 𝑚 ≤ 𝑜(𝑓 (𝑚)).

从而，转化到𝑛 ≥ 𝑚的情形.

综上所述，𝐵的一组生成元为{︀
𝑓
(1)
0 , · · · , 𝑓 (𝑘0)0 , 𝑓

(1)
1 , · · · , 𝑓 (𝑘1)1 , · · · , 𝑓 (1)𝑚−1, · · · , 𝑓

(𝑘𝑚−1)
𝑚−1 , 𝑓 (1)𝑚 , · · · , 𝑓 (𝑘)𝑚

}︀
.

故𝑅[[𝑥]]是Noether环.

2) 由数学归纳法可知，若𝑅是Noether环，则

𝑅[[𝑥1, · · · , 𝑥𝑛]] = 𝑅[[𝑥1, · · · , 𝑥𝑛−1]][[𝑥𝑛]]

也是Noether环.

习习习题题题 2.6.

设𝑀是Noether 𝑅-模. 证明：𝑅/ann(𝑀)是Noether环.

Proof. 由于𝑀是Noether 𝑅-模，从而是有限生成模. 设𝑀的一组生成元为

{𝑚1, · · · ,𝑚𝑛}.

考虑𝑅-模同态𝑓 : 𝑅 −→𝑀𝑛

𝑟 ↦−→ (𝑟𝑚1, · · · , 𝑟𝑚𝑛).

显然

ker 𝑓 =

𝑛⋂︁
𝑖=1

ann(𝑚𝑖) = ann(𝑀).

由推论2.12知，𝑀𝑛也是Noether 𝑅-模，由命题2.11.(1)知，其子模

𝑅/ann(𝑀) = 𝑅/ ker 𝑓 ∼= im𝑓 ⊆𝑀𝑛

是Nother 𝑅-模.

商环𝑅/ann(𝑀)的理想𝐼是Nother 𝑅-模𝑅/ann(𝑀)的子模. 故商环𝑅/ann(𝑀)中的任意一条理想升链都可

以视为Nother 𝑅- 模𝑅/ann(𝑀)的一条子模升链，从而必稳定. 于是，商环𝑅/ann(𝑀)是Noether环.
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Remark. 若将条件改为Artin模，则结论将不一定成立. 考虑Z-模Q/Z，它是一个Artin模. 显然

ann(Q/Z) = {0}.

但

Z/ann(Q/Z) ∼= Z

不是Artin模.

主要原因就是Artin Z-模Q/Z不是有限生成的. 在加上有限生成的条件后，结论将成立. 见习题2.11.

反过来，若𝑀是有限生成𝑅-模，它自然也是有限生成𝑅/ann(𝑀)- 模. 这是因为ann(𝑀)中的元素对于数

乘作用没有任何的贡献. 若𝑅/ann(𝑀)是Noether 环，故𝑀是Noether 𝑅/ann(𝑀)- 模. 考虑𝑀作为𝑅-模的一

条子模升链，它也是𝑀作为Noether 𝑅/ann(𝑀)-模的一条子模升链，从而必稳定. 故𝑀也是Noether 𝑅-模.

习习习题题题 2.7.

证明Hilbert基定理的逆定理：若𝑅[𝑥]是Noether环，则𝑅也是Noether 环.

Proof. 考虑满同态𝜙 : 𝑅[𝑥] −→ 𝑅

𝑓 ↦−→ 𝑓(0).

由同态基本定理

𝑅 = im𝜙 ∼= 𝑅[𝑥]/ ker𝜙 = 𝑅[𝑥]/(𝑥)

是Noether环𝑅[𝑥]的商环. 因此，𝑅也是Noether环.

习习习题题题 2.8.

证明:

1) 设𝑘是域，则多项式环𝑘[𝑥𝑖]𝑖∈𝐼不是Noether环. 其中𝐼的阶无限.

2) 设𝑘是域，则多项式环𝑘[𝑥, 𝑦]的子环𝑘 + 𝑥𝑘[𝑥, 𝑦]不是Noether环.

3) 𝐶[𝑎, 𝑏]不是Noether环.

4) 无限集𝑋到Z/2Z的全体函数构成的环.

Proof. 1) 令𝐼𝑖 = (𝑥1, · · · , 𝑥𝑖)，𝑖 ∈ N，则

𝐼1 ⊂ 𝐼2 ⊂ · · · ⊂ 𝐼𝑛 ⊂ · · ·

是一条严格的理想升链.

2) 考虑集合

𝑆 := {𝑥𝑦𝑛 : 𝑛 ∈ N}

生成的理想

(𝑆) := (𝑥, 𝑥𝑦, 𝑥𝑦2, · · · , 𝑥𝑦𝑛, · · · ).

∀𝑛 ∈ N，∀𝑓1, · · · , 𝑓𝑛 ∈ (𝑆)，不妨设它们之中𝑦的最高次数为𝑛𝑦. 则

𝑥𝑦𝑛𝑦+1 /∈ (𝑓1, · · · , 𝑓𝑛).

从而，(𝑆)不是有限生成的.

3) 令

𝐶𝑛 :=
(︁
𝑎+

1

𝑛
, 𝑏− 1

𝑛

)︁
, 𝑛 ∈ N.
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则

𝐶1 ⊂ 𝐶2 ⊂ · · · ⊂ 𝐶𝑛 ⊂ · · · .

令

𝐼𝑛 := {𝑓 : 𝑓(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] − 𝐶𝑛}.

则

𝐼1 ⊂ 𝐼2 ⊂ · · · ⊂ 𝐼𝑛 ⊂ · · ·

是一条严格的理想升力链.

4) 无限集𝑋到Z/2Z的函数可视为𝑋的子集𝐸𝑖的特征函数𝜒𝐸𝑖 . 显然

𝜒𝐴 + 𝜒𝐴 = 2𝜒𝐴 = 0 = 𝜒∅, 𝜒𝐴 − 𝜒𝐴 = 0 = 𝜒∅.

𝜒𝐴𝜒𝐵 = 𝜒𝐴∩𝐵 .

从而，𝜒𝐴生成的理想中的元素与𝐴的子集之间有一个一一对应的关系. 由于𝑋 是无限集，从而存在严格升链

𝐸1 ⊂ 𝐸2 ⊂ · · · ⊂ 𝐸𝑛 ⊂ · · · .

于是

𝜌(𝐸1) ⊂ 𝜌(𝐸2) ⊂ · · · ⊂ 𝜌(𝐸𝑛) ⊂ · · · .

由一一对应关系知

(𝜒𝐸1
) ⊂ (𝜒𝐸2

) ⊂ · · · ⊂ (𝜒𝐸𝑛
) ⊂ · · ·

是一条严格的理想升链.

习习习题题题 2.9.

设𝑓 : 𝑅 −→ 𝑇和𝑔 : 𝑆 −→ 𝑇是环的满同态

𝑅×𝑇 𝑆 := {(𝑟, 𝑠) : 𝑓(𝑟) = 𝑔(𝑠)}

为其纤维积. 证明：若𝑅与𝑆是Noether环，则𝑅×𝑇 𝑆也是Noether环.

Proof. 显然，𝑅 ×𝑇 𝑆是𝑅 × 𝑆的子环. 我们证明：𝑅 ×𝑇 𝑆中的任意理想𝐼都是有限生成的，从而𝑅 ×𝑇 𝑆是一
个Noether环. 证明的思路为：各自去找生成元.

令𝜋𝑅 : 𝑅× 𝑆 −→ 𝑅，𝜋𝑆 : 𝑅× 𝑆 −→ 𝑆为典范投射.

1) 𝜋𝑅(𝐼)是𝑅中的理想，从而是有限生成的.

显然，𝜋𝑅(𝐼)是一个Abel群. 只需验证对乘法封闭.

∀𝑟0 ∈ 𝜋𝑅(𝐼)，∀𝑟 ∈ 𝑅，由于𝜋𝑅|𝐼 : 𝐼 −→ 𝜋𝑅(𝐼)是满射，存在𝑠0 ∈ 𝑆使得

(𝑟0, 𝑠0) ∈ 𝐼.

由于𝑓, 𝑔是满射，对于𝑓(𝑟) ∈ 𝑇，存在𝑠 ∈ 𝑆使得

𝑓(𝑟) = 𝑔(𝑠).

按照𝑅×𝑇 𝑆的定义
(𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅×𝑇 𝑆.
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故

𝑟𝑟0 = 𝜋(𝑟𝑟0, 𝑠𝑠0) = 𝜋
(︀
(𝑟, 𝑠)(𝑟0, 𝑠0)

)︀
∈ 𝜋𝑅(𝐼).

不妨设𝜋𝑅(𝐼)的一组生成元为

{𝑟1, · · · , 𝑟𝑛}.

相应的，存在𝑠1, · · · , 𝑠𝑛 ∈ 𝑆使得

(𝑟1, 𝑠1), · · · , (𝑟𝑛, 𝑠𝑛) ∈ 𝐼.

2) ∀(𝑟, 𝑠) ∈ 𝐼，由于𝑟 ∈ 𝜋(𝐼)，存在𝑎1, · · · , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅使得

𝑟 = 𝑎1𝑟1 + · · · + 𝑎𝑛𝑟𝑛.

相应地，由于𝑓, 𝑔是满射，存在𝑏1, · · · , 𝑏𝑛 ∈ 𝑆使得

(𝑎1, 𝑏1), · · · , (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) ∈ 𝑅×𝑇 𝑆.

3) 令

𝐼 ′ := {(𝑟, 𝑠) ∈ 𝐼 : 𝑟 = 0}.

则(0, 0) ∈ 𝐼 ′，故∅ ̸= 𝐼 ′ ⊆ 𝐼是𝑅 ×𝑇 𝑆的理想. 由于𝜋𝑆(𝐼 ′)是𝑆的理想，从而是有限生成的. 不妨设𝜋𝑆(𝐼 ′)的一

组生成元为

{𝑠1, · · · , 𝑠𝑚}.

考虑

(𝑟, 𝑠) −
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)(𝑟𝑖, 𝑠𝑖) =
(︀
0, 𝑠− (𝑏1𝑠1 + · · · + 𝑏𝑛𝑠𝑛)

)︀
:= (0, 𝑠) ∈ 𝐼 ′.

显然，𝑠 ∈ 𝜋𝑆(𝐼 ′). 那么，存在𝑏1, · · · , 𝑏𝑚 ∈ 𝑆使得

𝑠 = 𝑏1𝑠1 + · · · + 𝑏𝑚𝑠𝑚.

此时，由于𝑓, 𝑔是满射，存在𝑎1, · · · , 𝑎𝑚 ∈ 𝑅 使得

(𝑎1, 𝑏1), · · · , (𝑎𝑚, 𝑏𝑚) ∈ 𝑅×𝑇 𝑆.

又由于𝜋𝑆 |𝐼′ : 𝐼 ′ −→ 𝜋𝑆(𝐼 ′)是满射，故

(0, 𝑠1), · · · , (0, 𝑠𝑚) ∈ 𝐼 ′ ⊆ 𝐼.

4) 𝐼由(𝑟1, 𝑠1), · · · , (𝑟𝑛, 𝑠𝑛), (0, 𝑠1), · · · , (0, 𝑠𝑚) 生成.

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)(𝑟𝑖, 𝑠𝑖) +

𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑗 , 𝑏𝑗)(0, 𝑠𝑗) = (𝑟, 𝑠) − (0, 𝑠) + (0, 𝑠) = (𝑟, 𝑠).

其中，(𝑟1, 𝑠1), · · · , (𝑟𝑛, 𝑠𝑛), (0, 𝑠1), · · · , (0, 𝑠𝑚) 的选择只依赖于𝐼.

Remark. 1) 由于𝑓 : 𝑅 −→ 𝑇，𝑔 : 𝑆 −→ 𝑇是满射. 因此，𝛼 : 𝑅 ×𝑇 𝑆 −→ 𝑅，𝛽 : 𝑅 ×𝑇 𝑆 −→ 𝑆也是满

射.

𝑅×𝑇 𝑆

𝛽

��

𝛼 // 𝑅

𝑓

��
𝑆

𝑔
// 𝑇
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定义数乘运算(𝑅×𝑇 𝑆) ×𝑅 −→ 𝑅 (︀
(𝑟, 𝑠), 𝑟′

)︀
↦−→ 𝛼(𝑟, 𝑠)𝑟′.

因此，𝑅可以视为𝑅×𝑇 𝑆-模. 由于𝑅是Noether环，因此𝑅是Noether 𝑅-模. 𝑅的理想𝐼视为𝑅的子𝑅-模是有限

生成的，而𝛼 是满射，故𝐼视为𝑅的子𝑅×𝑇 𝑆-模也是有限生成的. 故𝑅是Noether 𝑅×𝑇 𝑆-模.

同理，令(𝑅×𝑇 𝑆) ×𝑅 −→ 𝑆 (︀
(𝑟, 𝑠), 𝑠′

)︀
↦−→ 𝛽(𝑟, 𝑠)𝑠′.

则𝑆也是Noether 𝑅×𝑇 𝑆-模. 故𝑅×𝑆是Noether 𝑅×𝑇 𝑆-模. 显然，𝑅×𝑇 𝑆作为𝑅×𝑆的子环是子𝑅×𝑇 𝑆-模.

从而，𝑅×𝑇 𝑆也是Noether 𝑅×𝑇 𝑆-模. 故𝑅×𝑇 𝑆是Noether环.

2) 设𝐼1, · · · , 𝐼𝑛是环𝑅的理想. 若
𝑛⋂︀
𝑖=1

𝐼𝑖 = {0}且𝑅/𝐼𝑖，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛是Noether 环. 那么，𝑅也是Noether环.

Proof. 令𝜙 : 𝑅 −→ 𝑅/𝐼1 ⊕ · · · ⊕𝑅/𝐼𝑛

𝑟 ↦−→ (𝑟 + 𝐼1, · · · , 𝑟 + 𝐼𝑛).

则

𝑅/ ker𝜙 ∼= im𝜙.

𝑅/𝐼𝑖是Noether环，自然也是Noether 𝑅/𝐼𝑖-模，从而𝑅/𝐼𝑖的子模视为𝑅/𝐼𝑖-模都是有限生成的. 显然，𝑅/𝐼𝑖也

是𝑅-模，故𝑅/𝐼𝑖的子模视为𝑅-模也都是有限生成的. 因此，𝑅/𝐼𝑖是Noether 𝑅-模.

由于

ker𝜙 =

𝑛⋂︁
𝑖=1

𝐼𝑖 = {0}.

故

𝑅 ∼= im𝜙

是Noether 𝑅-模𝑅/𝐼1 ⊕ · · · ⊕𝑅/𝐼𝑛的子模. 于是，𝑅是Noether 𝑅-模. 从而，𝑅是Noether环.

由于

(𝑅×𝑇 𝑆)/ ker𝛼 ∼= im𝛼 = 𝑅, (𝑅×𝑇 𝑆)/ ker𝛽 ∼= im𝛽 = 𝑆

是Noether环且ker𝛼 ∩ ker𝛽 = {0}. 故𝑅×𝑇 𝑆是Noether 环.

习习习题题题 2.10.

设𝑝是素数. 证明：Z-模𝑀 := Z[𝑝−1]/Z是Artin模，但不是Noether模.

Proof. 1) 𝑀的真子模都是有限生成的.

设𝑁是𝑀的一个真子模，∀0 ̸= 𝑞 ∈ 𝑁，它可以表示为

𝑞 =
𝑛

𝑝𝑒
.

其中，gcd(𝑛, 𝑝) = 1. 从而，存在𝑚 ∈ Z使得

𝑚𝑛 ≡ 1 mod (𝑝𝑒).

从而
1

𝑝𝑒
= 𝑚 · 𝑛

𝑝𝑒
∈ 𝑁.
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故
1

𝑝𝑟
= 𝑝𝑒−𝑟 · 1

𝑝𝑒
∈ 𝑁, ∀0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑒.

若𝑁不是有限生成的，则存在𝑒1 > 𝑒使得
1

𝑝𝑒1
∈ 𝑁.

否则，𝑁由
1

𝑝𝑒
生成. 同理，存在𝑒2 > 𝑒1 > 𝑒使得

1

𝑝𝑒2
∈ 𝑁.

否则，𝑁由
1

𝑝𝑒
,

1

𝑝𝑒1
生成. 以此类推，我们得到

𝑒 < 𝑒1 < · · · < 𝑒𝑛 < · · · .

从而，∀𝑛 ∈ N，存在𝑒𝑘𝑛 > 𝑛使得
1

𝑝𝑛
= 𝑝𝑒𝑘𝑛−𝑛 · 1

𝑝𝑒𝑘𝑛
∈ 𝑁.

此时，𝑀 ⊆ 𝑁 . 这与𝑁是𝑀的真子模相矛盾.

2) 𝑀是Artin模.

𝑀 % 𝑁1 ⊇ 𝑁2 ⊇ · · ·𝑁𝑘 ⊇ · · · .

由(1)知，𝑁𝑖都是有限生成模，它们分别由
1

𝑝𝑒𝑖
生成且

𝑒1 ≥ 𝑒2 ≥ · · · ≥ 𝑒𝑘 ≥ · · · .

从而，必有𝐾 ∈ N使得
𝑒𝐾 = 𝑒𝐾+1 = · · · .

此时

𝑁𝐾 = 𝑁𝐾+1 = · · · .

3) 𝑀不是Noether模.

若𝑀是Noether模，则它是有限生成模. 不妨设𝑀由

1

𝑝𝑒1
, · · · , 1

𝑝𝑒𝑛

生成且

𝑒1 < 𝑒2 < · · · < 𝑒𝑛.

由(1)知𝑀由
1

𝑝𝑒𝑛
生成. 此时

1

𝑝𝑒𝑛+1
/∈𝑀.

矛盾.

Remark. 由习题2.11知，Z-模𝑀 := Z[𝑝−1]/Z是Artin模，但不是Noether模的原因是𝑀不是有限生成的.

习习习题题题 2.11.

证明：有限生成Artin模是Noether模.
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Proof. 1) ann(𝑀)是Artin环，从而是Noether环.

𝑀是有限生成模，设𝑀的一组生成元为

{𝑚1, · · · ,𝑚𝑛}.

考虑𝑅-模同态𝑓 : 𝑅 −→𝑀𝑛

𝑟 ↦−→ (𝑟𝑚1, · · · , 𝑟𝑚𝑛).

显然

ker 𝑓 =

𝑛⋂︁
𝑖=1

ann(𝑚𝑖) = ann(𝑀).

由命题2.20知，𝑀𝑛也是Artin 𝑅-模，其子模

𝑅/ann(𝑀) = 𝑅/ ker 𝑓 ∼= im𝑓 ⊆𝑀𝑛

是Artin 𝑅-模.

考虑商环𝑅/ann(𝑀)的理想𝐼. 𝑅/ann(𝑀)作为Artin 𝑅-模时，𝐼是其子模. 因此，商环𝑅/ann(𝑀)的任意

一个理想降链，都可视为Artin 𝑅-模𝑅/ann(𝑀)中的子模降链，从而必稳定. 故𝑅/ann(𝑀) 是Artin环，进而

是Noether环.

2) 𝑀是Noether模.

𝑀是有限生成𝑅-模，它自然也是有限生成𝑅/ann(𝑀)-模. 这是因为ann(𝑀)中的元素对于数乘作用没有任

何的贡献. 而𝑅/ann(𝑀)是Noether环，故𝑀是Noether 𝑅/ann(𝑀)-模. 考虑𝑀作为𝑅-模的一条子模升链，它

也是𝑀作为Noether 𝑅/ann(𝑀)-模的一条子模升链，从而必稳定. 故𝑀也是Noether 𝑅-模.

习习习题题题 2.12.

设𝑀是Artin模，𝜙 : 𝑀 −→𝑀是单同态. 证明：𝜙是同构.

Proof. 𝑀是Artin模，从而子模降链

im𝜙 ⊇ im𝜙2 ⊇ · · · ⊇ im𝜙𝑛 ⊇ · · ·

稳定. 即：存在𝑁 ∈ N使得
im𝜙𝑁 = im𝜙𝑁+1 = · · · .

∀𝑥 ∈𝑀

𝜙𝑁 (𝑥) ∈ im𝜙𝑁 = im𝜙𝑁+1.

从而，存在𝑦 ∈𝑀使得

𝜙𝑁 (𝑥) = 𝜙𝑁+1(𝑦).

由于𝜙是单射，故𝜙𝑁是单射. 于是

𝑥 = 𝜙(𝑦).

故𝜙也是满射. 从而，𝜙是同构.

习习习题题题 2.13.

设𝑀是Noether 𝑅-模，𝜙 : 𝑀 −→𝑀 𝑅-模满同态. 证明：当𝑛足够大时

ker𝜙𝑛 ∩ im𝜙𝑛 = {0}.

由此证明：若𝜙为满射，则𝜙是同构.
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Proof. 𝑀是Noether模，从而子模升链

ker𝜙 ⊆ ker𝜙2 ⊆ · · · ⊆ ker𝜙𝑛 ⊆ · · ·

稳定. 即：存在𝑁 ∈ N使得
ker𝜙𝑁 = ker𝜙𝑁+1 = · · · .

∀𝑦 ∈ im𝜙𝑁，存在𝑥 ∈𝑀使得

𝑦 = 𝜙𝑁 (𝑥).

若𝑦 ∈ ker𝜙𝑁，则

0 = 𝜙𝑁 (𝑦) = 𝜙2𝑁 (𝑥).

从而，𝑥 ∈ ker𝜙2𝑁 = ker𝜙𝑁 . 于是

𝑦 = 𝜙𝑁 (𝑥) = 0.

此时

ker𝜙𝑁 ∩ im𝜙𝑁 = 0.

由于𝜙是满射，故𝜙𝑁也是满射. 从而

ker𝜙 = ker𝜙 ∩𝑀 = ker𝜙 ∩ im𝜙𝑛 ⊆ ker𝜙𝑛 ∩ im𝜙𝑛 = 0, ∀𝑛 ≥ 𝑁.

于是，𝜙也是单射. 从而，𝜙是同构.

习习习题题题 2.14.

设𝑆是交换环𝑅的乘法集，𝑀是有限生成𝑅-模. 证明：𝑆−1𝑀 = 0 当且仅当𝑠𝑀 = 0对某个𝑠 ∈ 𝑆成立.

Proof. =⇒) 不妨设𝑀的一组生成元为

{𝑚1, · · · ,𝑚𝑛}.

若𝑆−1𝑀 = 0，则
𝑚𝑖

1
=

0

1
, ∀𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛.

因此，存在𝑠𝑖 ∈ 𝑆使得

𝑠𝑖(𝑚 · 1 − 0 · 1) = 0.

故𝑠𝑖 ∈ ann(𝑚𝑖). 从而

𝑠 :=

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑠𝑖 ∈
𝑛⋂︁
𝑖=1

ann(𝑚𝑖) = ann(𝑀).

故𝑠 ∈ 𝑆且𝑠𝑀 = 0.

⇐=) 若存在𝑠0 ∈ 𝑆使得𝑠0𝑀 = 0. 𝑠0 = 0时，显然有𝑆−1𝑀 = 0. 𝑠0 ̸= 0时

𝑚

𝑠
=
𝑚

𝑠
· 1

1
=
𝑚

𝑠
· 𝑠0
𝑠0

=
0

𝑠𝑠0
=

0

1
, ∀𝑚

𝑠
∈ 𝑆−1𝑀.

故𝑆−1𝑀 = 0.

习习习题题题 2.15.

设𝑁与𝑁 ′是模𝑀的子模. 证明：𝑁 = 𝑁 ′当且仅当对所有𝑅的素理想p都有𝑁p = 𝑁 ′
p. 将素理想换为极

大理想，此结论也成立.
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Proof. 令𝑖 : 𝑁 ∩𝑁 ′ −→ 𝑁为恒等嵌入. 由于𝑆−1(∙)是正合函子，故

𝑆−1𝑖 : (𝑁 ∩𝑁 ′)p −→ 𝑁p, ∀p ∈ Spec(𝑅), 𝑆 = 𝑅− p

为恒等嵌入. 由命题2.37知

(𝑁 ∩𝑁 ′)p = 𝑁p ∩𝑁 ′
p = 𝑁p.

故𝑆−1𝑖为满射. 由习题2.16知，𝑖为满射. 故

𝑁 ∩𝑁 ′ = 𝑁 =⇒ 𝑁 ⊆ 𝑁 ′.

同理可知，𝑁 ′ ⊆ 𝑁.

Remark. 若𝑁 ̸= 𝑁 ′，不妨设𝑁 −𝑁 ′ ̸= ∅，取0 ̸= 𝑥 ∈ 𝑁 −𝑁 ′. 令

𝐼𝑥 := {𝑟 ∈ 𝑅 : 𝑟𝑥 ∈ 𝑁 ′}.

由于1 /∈ 𝐼𝑥，故𝐼𝑥是𝑅的真理想. 从而，存在极大理想m ⊇ 𝐼𝑥. 此时

𝑥

1
∈ 𝑁m = 𝑁 ′

m.

于是，存在𝑦 ∈ 𝑁 ′，𝑠 ∈ 𝑆 := 𝑅−m使得
𝑥

1
=
𝑦

𝑠
.

故存在𝑠′ ∈ 𝑆 := 𝑅−m使得

𝑠′𝑠𝑥 = 𝑠′𝑦 ∈ 𝑁 ′.

此时，𝑠′𝑠 ∈ 𝐼𝑥 ⊆ m. 由于m是极大理想，自然也是素理想. 因此

𝑠 ∈ m或𝑠′ ∈ m.

这就产生了矛盾.

习习习题题题 2.16.

设𝜙 : 𝑀 −→ 𝑁为𝑅-模同态. 证明：𝜙是单射或满射当且仅当对𝑅的每个素理想或极大理想p，诱导映

射

𝜙p : 𝑀p −→ 𝑁p

是单射或满射.

Proof. =⇒) 记𝑆 = 𝑅− p，则𝑆是𝑅的乘法集. 由于𝑆−1(∙)是正合函子，故

𝜙是单射 =⇒ 𝜙p := 𝑆−1𝜙是单射, 𝜙是满射 =⇒ 𝜙p := 𝑆−1𝜙是满射.

⇐=) 由于𝑆−1(∙)是正合函子，对于正合列

0 −→ ker𝜙 −→𝑀
𝜙−→ 𝑁 −→ coker𝜙 −→ 0,

我们有

0 −→ 𝐾p −→𝑀p
𝜙p−−→ 𝑁p −→ 𝐶p −→ 0.

其中，𝐾p := 𝑆−1 ker𝜙，𝐶p = 𝑆−1coker𝜙.

若对所有素理想p都有𝜙p是单射，则𝐾p = 0. 由命题2.40知𝐾 := ker𝜙 = 0，从而𝜙是单射.

若对所有素理想p都有𝜙p是满射，则𝐶p = 0. 由命题2.40知𝐶 := coker𝜙 = 0，从而𝜙是满射.
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Remark. 1) ∀p ∈ Spec(𝑅)，𝜙p : 𝑀p −→ 𝑁p是单射. 取0 ̸= 𝑥 ∈𝑀，若𝜙(𝑥) = 0，那么

𝜙p

(︁𝑥
1

)︁
=
𝜙(𝑥)

1
= 0, ∀p ∈ Spec(𝑅).

故
0

1
=
𝑥

1
∈𝑀p, ∀p ∈ Spec(𝑅).

令

𝐼 := {𝑟 ∈ 𝑅 : 𝑟𝑥 = 0}.

由于1 /∈ 𝐼，故𝐼是𝑅的真理想. 于是，存在𝑅的极大理想m ⊇ 𝐼. 由于

0

1
=
𝑥

1
∈𝑀m.

存在𝑟 ∈ 𝑅−m使得𝑟𝑥 = 0. 故𝑟 ∈ 𝐼 ⊆ m. 矛盾.

2) 𝜙是单射. 若
0

1
= 𝜙p

(︁𝑥
𝑠

)︁
=
𝜙(𝑥)

𝑠
∈ 𝑁p.

存在𝑟 ∈ 𝑅− p使得

0 = 𝑟𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑟𝑥).

由𝜙是单射知，𝑟𝑥 = 0. 从而
0

1
=
𝑥

𝑠
∈𝑀p.

故𝜙p : 𝑀p −→ 𝑁p 是单射.

3) ∀p ∈ Spec(𝑅)，𝜙p : 𝑀p −→ 𝑁p是满射. 若𝜙 : 𝑀 −→ 𝑁不是满射. 取𝑥 ∈ 𝑁 − 𝜙(𝑀)，令

𝐼𝑥 : {𝑟 ∈ 𝑅 : 𝑟𝑥 ∈ 𝜙(𝑀)}.

由于1 /∈ 𝐼𝑥，故𝐼𝑥是𝑅的真理想，存在极大理想m ⊇ 𝐼𝑥. 由于𝜙m : 𝑀m −→ 𝑁m是满射. 存在
𝑚

𝑠
∈𝑀m使得

𝑥

1
= 𝜙m

(︁𝑚
𝑠

)︁
=
𝜙(𝑚)

𝑠
∈ 𝑁m.

因此，存在𝑠′ ∈ 𝑆 := 𝑅−m使得

𝑠′
(︀
𝜙(𝑚) − 𝑠𝑥

)︀
= 0.

故

𝑠′𝑠𝑥 = 𝑠′𝜙(𝑚) = 𝜙(𝑠′𝑚) ∈ 𝜙(𝑀).

因此

𝑠′𝑠 ∈ 𝐼𝑥 ⊆ m =⇒ 𝑠′ ∈ m或𝑠 ∈ m.

矛盾.

4) 𝜙是满射. ∀𝑛
𝑠
∈ 𝑁p，存在𝑚 ∈𝑀使得

𝜙(𝑚) = 𝑛 ∈ 𝑁.

此时

𝜙p

(︁𝑚
𝑠

)︁
=
𝜙(𝑚)

𝑠
=
𝑛

𝑠
∈ 𝑁p.

故𝜙p : 𝑀p −→ 𝑁p 是满射.
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习习习题题题 2.17.

设p ⊆ q是𝑅上的两个素理想. 证明

𝑅p
∼= (𝑅q)p𝑅q := (𝑅q − p𝑅q)−1𝑅q.

Proof. 令

𝑆 := 𝑅− q, 𝑇 := 𝑅− p.

则𝑆 ⊆ 𝑇 . 记𝑇 ′ := 𝑆−1𝑇. p ∩ 𝑆 = ∅，由定理2.35知

p = 𝜙−1
𝑆

(︀
𝑆−1p

)︀
.

从而

𝑇 ′ = 𝑆−1𝑇 = 𝑆−1(𝑅− p) = 𝑆−1
(︀
𝑅− 𝜙−1

𝑆 (𝑆−1p)
)︀

= 𝑆−1𝑅− 𝑆−1p.

上式成立是因为我们把𝑆−1p的原像去掉再映回来，相当于直接去掉𝑆−1p. 由于𝑆−1p是𝑆−1𝑅的素理想，

故𝑇 ′是𝑆−1𝑅的乘法集.

1) 典范映射𝜙𝑆的右消去律.

设𝜇 : 𝑆−1𝑅 −→ 𝑅′为环同态. 令𝜆 = 𝜇𝜙𝑆 : 𝑅 −→ 𝑅′. 𝜙𝑆(𝑆)是𝑆−1𝑅 中的单位，故𝜆(𝑆) = 𝜇𝜙𝑆(𝑆)是𝑅′中

的单位. 由𝜙𝑆 泛性质，存在唯一的𝜈 : 𝑆−1𝑅 −→ 𝑅′使得

𝜈𝜙𝑆 = 𝜆 = 𝜇𝜙𝑆 .

因此，𝜈 = 𝜇.

𝑅
𝜆=𝜇𝜙𝑆 //

𝜙𝑆 ""

𝑅′

𝑆−1𝑅

𝜈

<<

2) 由于

𝜙𝑆(𝑇 ) ⊆ 𝑆−1𝑇 = 𝑇 ′.

故𝜙𝑇 ′𝜙𝑆(𝑇 ) ⊆ 𝜙𝑇 ′(𝑇 ′) 是(𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅)中的单位. 由𝜙𝑇的泛性质，存在𝑓 : 𝑇−1𝑅 −→ (𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅)使得

𝑓𝜙𝑇 = 𝜙𝑇 ′𝜙𝑆 .

又由于𝑆 ⊆ 𝑇，故𝜙𝑇 (𝑆) ⊆ 𝜙𝑇 (𝑇 )是𝑇−1𝑅 中的单位. 由𝜙𝑆的泛性质知，存在ℎ : 𝑆−1𝑅 −→ 𝑇−1𝑅使得

ℎ𝜙𝑆 = 𝜙𝑇 .

对于上述ℎ，由定理2.27的证明知

ℎ
(︁ 𝑡
𝑠

)︁
= 𝜙𝑇 (𝑡)[𝜙(𝑠)]−1, ∀ 𝑡

𝑠
∈ 𝑇 ′ = 𝑆−1𝑇.

由于𝑆 ⊆ 𝑇，𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇，故𝜙𝑇 (𝑡), 𝜙𝑇 (𝑠) ∈ 𝜙𝑇 (𝑇 )是𝑇−1𝑅中的单位，从而ℎ(𝑇 ′)是𝑇−1𝑅中的单位. 由𝜙𝑇 ′的泛

性质知，存在𝑔 : (𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅) −→ 𝑇−1𝑅使得

𝑔𝜙𝑇 ′ = ℎ.
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𝑅
𝜙𝑆 //

𝜙𝑇 !!

𝑆−1𝑅
𝜙𝑇 ′//

ℎ
��

(𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅)

𝑇−1𝑅
xx

𝑔

𝑓

88

3) 现在

𝜙𝑇 ′𝜙𝑆 = 𝑓𝜙𝑇 = 𝑓ℎ𝜙𝑆 = 𝑓𝑔𝜙𝑇 ′𝜙𝑆 .

𝜙𝑇 = ℎ𝜙𝑆 = 𝑔𝜙𝑇 ′𝜙𝑆 = 𝑔𝑓𝜙𝑇 .

由(1)知

𝑓𝑔 = id(𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅), 𝑔𝑓 = id𝑇−1𝑅.

故

𝑇−1𝑅 ∼= (𝑇 ′)−1𝑆−1𝑅.

4) 综上所述

𝑅p = 𝑇−1𝑅 ∼= (𝑇 ′)−1𝑆−1𝑅 = (𝑆−1𝑅− 𝑆−1p
)︀
(𝑆−1𝑅) = (𝑅q − p𝑅q)−1𝑅q = (𝑅q)p𝑅q.

Remark. 1) 𝜙𝑆虽然不是环的满同态，但它却是环范畴中的满态射.

2) 设𝑅是环，𝑆是𝑅的乘法集，𝑇 ′是𝑆−1𝑅的乘法集. 令𝑇 := 𝜙−1
𝑆 (𝑇 ′). 若𝑆 ⊂ 𝑇，那么

(𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅) ∼= 𝑇−1𝑅.

事实上

𝜙−1
𝑆 (𝑇 ′) = 𝜙−1

𝑆 (𝑆−1𝑅− 𝑆−1p) = 𝑅− p = 𝑇.

3) 设𝑅是环，𝑆, 𝑇是𝑅的乘法集，则𝑆𝑇也是𝑅的乘法集. 特别地，若𝑆 ⊆ 𝑇，则有𝑆𝑇 = 𝑇 . 令

𝑇 ′ := 𝑆−1𝑇,

那么

(𝑆𝑇 )−1𝑅 ∼= (𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅).

Proof. 令𝑓 : (𝑆𝑇 )−1𝑅 −→ (𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅).
𝑟

𝑠𝑡
↦−→ 𝑟/𝑠

𝑡/1
.

我们证明：𝑓是同构.

1) Check：Well-Defined.

若
𝑟

𝑠𝑡
=

𝑟′

𝑠′𝑡′
∈ (𝑆𝑇 )−1𝑅，存在𝑠′′𝑡′′ ∈ 𝑆𝑇使得

𝑠′′(𝑡′′𝑟𝑠′𝑡′) = (𝑠′′𝑡′′)(𝑟𝑠′𝑡′) = (𝑠′′𝑡′′)(𝑟′𝑠𝑡) = 𝑠′′(𝑡′′𝑟′𝑠𝑡).

于是
𝑟𝑡′𝑡′′

𝑠
=
𝑟′𝑡𝑡′′

𝑠′
∈ 𝑆−1𝑅.

故
𝑡′′

1
· 𝑟
𝑠
· 𝑡

′

1
=
𝑡′′

1
· 𝑟

′

𝑠′
· 𝑡

1
.
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从而
𝑟/𝑠

𝑡/1
=
𝑟′/𝑠′

𝑡′/1
∈ (𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅).

2) Check：𝑓是双射.

∀𝑟
′/𝑠

𝑡/𝑠′
∈ (𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅)，令𝑟 = 𝑟′𝑠′

𝑟′/𝑠

𝑡/𝑠′
=
𝑟′𝑠′/𝑠𝑠′

𝑡/𝑠′
=
𝑟′𝑠′/𝑠

𝑡/1
· 1/𝑠′

1/𝑠′
=
𝑟′𝑠′/𝑠

𝑡/1
=
𝑟/𝑠

𝑡/1
= 𝑓

(︁ 𝑟
𝑠𝑡

)︁
∈ im𝑓.

故𝑓是满射.

若
𝑟/𝑠

𝑡/1
=

0/1

1/1
∈ (𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅). 存在

𝑡′

𝑠′
∈ 𝑇 ′使得

𝑡′

𝑠′
· 𝑟
𝑠

=
0

1
∈ 𝑆−1𝑅.

于是，存在𝑠′′ ∈ 𝑆使得

(𝑠′′𝑡′)𝑟 = 0 ∈ 𝑅.

故
𝑟

𝑠𝑡
=

0

1
∈ (𝑆𝑇 )−1𝑅.

因此，𝑓是单射.

3) Check：𝑓是环同态.

∀ 𝑟
𝑠𝑡
,
𝑟′

𝑠′𝑡′
∈ (𝑇 ′)−1(𝑆−1𝑅)

𝑓
(︁ 𝑟
𝑠𝑡

+
𝑟′

𝑠′𝑡′

)︁
= 𝑓

(︁𝑟𝑠′𝑡′ + 𝑟′𝑠𝑡

𝑠𝑡𝑠′𝑡′

)︁
=

𝑟𝑡′𝑠′+𝑟′𝑠𝑡
𝑠𝑠′

𝑡𝑡′

1

=
𝑟
𝑠 ·

𝑡′

1 + 𝑟′

𝑠′ ·
𝑡
1

𝑡
1 · 𝑡′1

=
𝑟/𝑠

𝑡/1
+
𝑟′/𝑠′

𝑡′/1
= 𝑓

(︁ 𝑟
𝑠𝑡

)︁
+ 𝑓

(︁ 𝑟′

𝑠′𝑡′

)︁

𝑓
(︁ 𝑟
𝑠𝑡

· 𝑟
′

𝑠′𝑡′

)︁
= 𝑓

(︁ 𝑟𝑟′

𝑠𝑠′𝑡𝑡′

)︁
=

𝑟𝑟′

𝑠𝑠′

𝑡𝑡′

1

=
𝑟
𝑠 ·

𝑟′

𝑠′

𝑡
1 · 𝑡′1

=
𝑟/𝑠

𝑡/1
· 𝑟

′/𝑠′

𝑡′/1
= 𝑓

(︁ 𝑟
𝑠𝑡

)︁
· 𝑓
(︁ 𝑟′

𝑠′𝑡′

)︁
.

习习习题题题 2.18.

设𝑆是交换环𝑅的乘法集，𝑀,𝑁为𝑅-模. 证明：存在唯一的𝑆−1𝑅-模同构

𝜙 : (𝑆−1𝑀) ⊗𝑆−1𝑅 (𝑆−1𝑁) ∼= 𝑆−1(𝑀 ⊗𝑅 𝑁)

使得

𝜙
(︁𝑚
𝑠

⊗𝑆−1𝑅
𝑛

𝑠′

)︁
=
𝑚⊗𝑅 𝑛
𝑠𝑠′

, ∀𝑚 ∈𝑀, 𝑛 ∈ 𝑁, ∀𝑠, 𝑠 ∈ 𝑆.

Proof. 1) 存在唯一的𝑆−1𝑅-模同构𝑓 : 𝑆−1𝑅⊗𝑅𝑀 −→ 𝑆−1𝑀使得

𝑓
(︁𝑟
𝑠
⊗𝑅 𝑚

)︁
=
𝑟𝑚

𝑠
, ∀𝑟

𝑠
∈ 𝑆−1𝑅, ∀𝑚 ∈𝑀.

令𝜙 : 𝑆−1𝑅×𝑀 −→ 𝑆−1𝑀 (︁𝑟
𝑠
,𝑚
)︁
↦−→ 𝑟𝑚

𝑠
.
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则𝜙是一个𝑅-双线性映射并且是满射. 记𝑓为𝜙诱导的张量积映射，则𝑓被唯一确定且

𝑓
(︁𝑟
𝑠
⊗𝑅 𝑚

)︁
=
𝑟𝑚

𝑠
, ∀𝑟

𝑠
∈ 𝑆−1𝑅, ∀𝑚 ∈𝑀.

显然，𝑓也是满射. 只需证明它也是单射. 若

𝑓
(︁𝑟
𝑠
⊗𝑅 𝑚

)︁
=
𝑟𝑚

𝑠
=

0

1
.

则存在𝑠′ ∈ 𝑆使得𝑠′𝑟𝑚 = 0. 若𝑠′ = 0，则𝑆−1𝑅 = 0，从而
𝑟

𝑠
⊗𝑅 𝑚 = 0. 若𝑠′ ̸= 0，则

𝑟

𝑠
⊗𝑅 𝑚 =

1

1

(︁𝑟
𝑠
⊗𝑅 𝑚

)︁
=
𝑠′

𝑠′

(︁𝑟
𝑠
⊗𝑅 𝑚

)︁
=
𝑠′𝑟

𝑠′𝑠
⊗𝑅 𝑚 =

1

𝑠′𝑠
⊗𝑅 𝑠′𝑟𝑚 = 0.

因此，𝑓也是单射，从而是同构.

2) 由(1)知

(𝑆−1𝑀) ⊗𝑆−1𝑅 (𝑆−1𝑁) ∼=(𝑆−1𝑅⊗𝑅𝑀) ⊗𝑆−1𝑅 (𝑆−1𝑅⊗𝑅 𝑁)

∼=(𝑆−1𝑅⊗𝑅𝑀) ⊗𝑅 𝑁 ∼= 𝑆−1𝑅⊗𝑅 (𝑀 ⊗𝑅 𝑁)

∼=𝑆−1(𝑀 ⊗𝑅 𝑁).

由

𝑚

𝑠
⊗𝑆−1𝑅

𝑛

𝑠′
↦−→

(︁1

𝑠
⊗𝑅 𝑚

)︁
⊗𝑆−1𝑅

(︁ 1

𝑠′
⊗𝑅 𝑛

)︁
↦−→(

1

𝑠𝑠′
⊗𝑅 𝑚

)︁
⊗𝑅 𝑛 ↦−→ 1

𝑠𝑠′
⊗𝑅 (𝑚⊗𝑅 𝑛)

↦−→𝑚⊗𝑅 𝑛
𝑠𝑠′

.

唯一确定.

Remark. 1) 函子𝑆−1𝑅⊗𝑅 ∙与函子𝑆−1(∙)同构，由𝑆−1(∙)是正合函子知，𝑆−1𝑅是平坦𝑅-模.

2) 利用张量积和局部化的泛性质.

𝑆−1𝑀 × 𝑆−1𝑁

(𝑚
𝑠 ,

𝑛
𝑠′ ) ↦→

𝑚⊗𝑅𝑛

𝑠𝑠′
��

// 𝑆−1𝑀 ⊗𝑆−1𝑅 𝑆
−1𝑁

诱导映射𝑓uu
𝑆−1(𝑀 ⊗𝑅 𝑁)

𝑀 ×𝑁

(𝑚,𝑛)↦→𝑚
1 ⊗𝑆−1𝑅

𝑛
1

��

// 𝑀 ⊗𝑅 𝑁

诱导映射𝑔vv
𝑆−1𝑀 ⊗𝑆−1𝑅 𝑆

−1𝑁

𝑀 ⊗𝑅 𝑁

𝑔

��

// 𝑆−1(𝑀 ⊗𝑅 𝑁)

诱导映射ℎuu
𝑆−1𝑀 ⊗𝑆−1𝑅 𝑆

−1𝑁

其中，𝑓, ℎ互为逆映射.

习习习题题题 2.19.

设𝑅是整环，𝐹 = Frac(𝑅). 证明：𝐹是有限生成𝑅-模当且仅当𝑅 = 𝐹 .

84



Algebra Solution

Proof. =⇒) 𝑅是𝐹的子环且𝐹是有限生成𝑅-模，由命题2.43知，𝐹在𝑅上整. 又因为𝐹是包含𝑅的最小的域，

由定理2.46.(1)知𝑅是域且𝐹 = 𝑅.

⇐=) 显然，𝑅 = 𝐹 =⇒ 𝐹是秩为1的自由𝑅-模，当然是有限生成𝑅-模.

习习习题题题 2.20.

设𝑑 ̸= 0是无平方因子整数. 试求二次扩域𝐹 := Q(
√
𝑑) 的代数整数环.

Proof. ∀𝛼 = 𝑎+ 𝑏
√
𝑑 ∈ Q(

√
𝑑)，𝛼′ = 𝑎− 𝑏

√
𝑑 ∈ Q(

√
𝑑). 因此，𝛼是方程

𝑓(𝑥) := (𝑥− 𝛼)(𝑥− 𝛼′) = 𝑥2 − 2𝑎𝑥+ (𝑎2 − 𝑏2𝑑)

的根. 由于𝐹是二次扩域，deg
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
= 2. 因此，𝑓(𝑥) ∈ Q[𝑥]是𝛼在Q上的最小多项式. 由习题2.25.(1)知，

若𝛼 ∈ Q(
√
𝑑) 是代数整数，则𝑓(𝑥) ∈ Z[𝑥]，即

2𝑎 ∈ Z, 𝑎2 − 𝑏2𝑑 ∈ Z.

1) 𝑎 ∈ Z.

此时，𝑏2𝑑 ∈ Z. 设𝑏 =
𝑚

𝑛
∈ Q，gcd(𝑚,𝑛) = 1，𝑛 > 0. 那么

𝑏2𝑑 =
𝑚2𝑑

𝑛2
∈ Z.

由于𝑑无平方因子，故gcd(𝑑, 𝑛2) = 1. 从而

𝑛 | 𝑚 =⇒ 𝑛 = 1 =⇒ 𝑏 ∈ Z.

2) 2𝑎 ∈ Z. 即：𝑎 ∈ 1

2
+ Z.

存在奇数𝑚 ∈ 1 + 2Z使得𝑎 =
1

2
𝑚. 此时，4𝑎2 ∈ Z. 故4𝑏2𝑑 = (2𝑏)2𝑑 ∈ Z且𝑏2𝑑 /∈ Z. 由(1)知

𝑏2 /∈ Z, 4𝑏2 = (2𝑏)2 ∈ Z.

从而，𝑏 ∈ 1

2
+ Z. 存在奇数𝑛 ∈ 1 + 2Z使得𝑏 =

1

2
𝑛. 此时

𝑎2 − 𝑏2𝑑 ∈ Z⇐⇒ (𝑚2 − 𝑛2𝑑) ∈ 4Z.

由于

𝑚2 − 𝑛2𝑑 ≡ 1 − 𝑑 mod 4.

故

𝑎2 − 𝑏2𝑑 ∈ Z⇐⇒ 𝑑 ≡ 1 mod 4.

综上所述

𝒪𝐹 =

⎧⎨⎩ Z[
√
𝑑], 𝑑 ≡ 2, 3 mod 4,

Z
[︁1

2
,

√
𝑑

2

]︁
= Z

[︁1

2
+

√
𝑑

2

]︁
, 𝑑 ≡ 1 mod 4.
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习习习题题题 2.21.

设𝑅是整闭整环，𝑆是𝑅上的乘法集且0 /∈ 𝑆. 证明：𝑆−1𝑅也是整闭整环.

Proof. 由于0 /∈ 𝑆且𝑅是整环，故

Frac(𝑅) = Frac(𝑆−1𝑅).

1) 𝑆−1𝑅 ⊆ 𝑆−1𝑅.

∀𝑥
𝑠
∈ 𝑆−1𝑅，由于𝑅在𝑅上整，存在𝑅上的首一多项式使得

𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑥+ 𝑎0 = 0, 𝑥, 𝑎𝑖 ∈ 𝑅.

故

0

1
=

1

𝑠𝑛
(𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑥+ 𝑎0)

=
1

1

(︁𝑥
𝑠

)︁𝑛
+
𝑎𝑛−1

𝑠

(︁𝑥
𝑠

)︁𝑛−1

+ · · · +
𝑎1
𝑠𝑛−1

· 𝑥
𝑠

+
𝑎0
𝑠𝑛
,

𝑎𝑖
𝑠𝑛−𝑖

∈ 𝑆−1𝑅.

于是，𝑆−1𝑅在𝑆−1𝑅上整. 因此，𝑆−1𝑅 ⊆ 𝑆−1𝑅.

2) 𝑆−1𝑅 ⊇ 𝑆−1𝑅.

∀𝑥 ∈ 𝑆−1𝑅，存在𝑆−1𝑅上的首一多项式使得

1

1
𝑥𝑛 +

𝑎𝑛−1

𝑠𝑛−1
𝑥𝑛−1 + · · · +

𝑎1
𝑠1

· 𝑥+
𝑎0
𝑠0

=
0

1
,

𝑎𝑖
𝑠𝑖

∈ 𝑆−1𝑅.

令𝑠 =
𝑛−1∏︀
𝑖=0

𝑠𝑖 ∈ 𝑆，则上式同乘𝑠𝑛得

(𝑠𝑥)𝑛 +
𝑠

𝑠𝑛−1
𝑎𝑛−1(𝑠𝑥)𝑛−1 + · · · +

𝑠𝑛−1

𝑠1
𝑎1(𝑠𝑥) +

𝑠𝑛

𝑠0
𝑎0 = 0,

𝑠𝑛−𝑖

𝑠𝑖
𝑎𝑖 ∈ 𝑅.

故𝑠𝑥在𝑅上整，从而𝑠𝑥 ∈ 𝑅. 于是，𝑥 ∈ 𝑆−1𝑅. 因此，𝑆−1𝑅 ⊇ 𝑆−1𝑅.

综上所述

𝑆−1𝑅 = 𝑆−1𝑅 = 𝑆−1𝑅.

故𝑆−1𝑅整闭.

Remark. 1) 若𝑅′/𝑅是环的整扩张，𝑆是𝑅的乘法集，则𝑆−1𝑅′在𝑆−1𝑅上整.

Proof. ∀𝑥
′

𝑠
∈ 𝑆−1𝑅′，由于𝑅′在𝑅上整，存在𝑅上的首一多项式使得

𝑥′𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
′𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑥

′ + 𝑎0 = 0, 𝑎𝑖 ∈ 𝑅.

故

0

1
=

1

𝑠𝑛
(𝑥′𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

′𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑥
′ + 𝑎0)

=
1

1

(︁𝑥′
𝑠

)︁𝑛
+
𝑎𝑛−1

𝑠

(︁𝑥′
𝑠

)︁𝑛−1

+ · · · +
𝑎1
𝑠𝑛−1

· 𝑥
′

𝑠
+
𝑎0
𝑠𝑛
,

𝑎𝑖
𝑠𝑛−𝑖

∈ 𝑆−1𝑅.

于是，𝑆−1𝑅′在𝑆−1𝑅上整.
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2) 若𝑅′/𝑅是环的整扩张，𝐼 ′是𝑅′的理想，则𝐼 := 𝐼 ′ ∩𝑅是𝑅的理想且𝑅′/𝐼 ′在𝑅/𝐼上整.

Proof. ∀𝑟′ ∈ 𝑅′，由于𝑅′在𝑅上整，存在𝑎0, 𝑎1, · · · , 𝑎𝑛−1 ∈ 𝑅使得

(𝑟′)𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝑟′)𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑟
′ + 𝑎0 = 0.

模𝐼 ′之后

(𝑟′)𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝑟′)𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑟
′ + 𝑎0 = 0, 𝑎𝑖 ∈ 𝑅/𝐼 ∼= (𝑅+ 𝐼 ′)/𝐼 ′.

故𝑅′/𝐼 ′在𝑅/𝐼上整.

3) 若𝑅是整环，𝑆是𝑅的乘法集且0 /∈ 𝑆，则𝑆−1𝑅 = 𝑆−1𝑅. 这说明，局部化和正则化可交换.

习习习题题题 2.22.

设𝑆/𝑅是环的整扩张.

1) 若𝑎 ∈ 𝑅在𝑆中是单位，证明：𝑎也是𝑅中的单位.

2) 证明：

Jac(𝑅) = 𝑅 ∩ Jac(𝑆).

Proof. 1) 显然

𝑎 ∈ 𝑅 ∩ 𝑆× =⇒ ∀m′ ∈ Max(𝑆), 𝑎 /∈ m′.

∀m ∈ Max(𝑅)，m ∈ Spec(𝑅). 由定理2.46.(2)知，存在m′ ∈ Spec(𝑆)使得

m = m′ ∩𝑅.

由于m ∈ Max(𝑅)，故m′ ∈ Max(𝑆). 因此

∀m′ ∈ Max(𝑆), 𝑎 /∈ m′ =⇒ ∀m ∈ Max(𝑅), 𝑎 /∈ m = m′ ∩𝑅.

故𝑎 ∈ 𝑅×.

2) 只需证明：𝑆中的极大理想和𝑅中的极大理想之间存在双射. 这个双射由𝑆中的理想在𝑅中的限制决定.

记

𝑀 :=
{︀
m′ ∈ Max(𝑆) : m′ ∩𝑅 ∈ Max(𝑅)

}︀
, 𝑁 :=

{︀
m ∈ Max(𝑅) :存在m′ ∈ Max(𝑆),m = m′ ∩𝑅

}︀
.

显然，𝑀 ⊆ Max(𝑆)，𝑁 ⊆ Max(𝑅).

∀m ∈ Max(𝑅)，由于𝑆在𝑅上整，由定理2.46(2) 知，存在𝑆中的极大理想m′使得

m = 𝑅 ∩m′.

故m ∈ 𝑁 . 从而，𝑁 = Max(𝑅). 于是

Jac(𝑅) =
⋂︁

m∈Max(𝑅)

m =
⋂︁

m∈𝑁
m =

⋂︁
m′∈𝑀

(𝑅 ∩m′) = 𝑅 ∩
(︁ ⋂︁

m′∈𝑀
m′
)︁
⊇ 𝑅 ∩

⋂︁
m′∈Max(𝑆)

m′ = 𝑅 ∩ Jac(𝑆).

另一方面，考虑𝑆中的极大理想m. 我们证明：𝑅 ∩m是𝑅的极大理想. 从而，Max(𝑆) ⊆𝑀 .
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由习题2.21的Remark.(2)知，𝑆/m在𝑅/(𝑅∩m)上整. 此时，𝑆/m是域.由定理2.46.(1)知，𝑅/(𝑅∩m)是域.

从而，𝑅 ∩m是𝑅的极大理想. 故Max(𝑆) = 𝑀 . 此时

𝑅 ∩ Jac(𝑆) = 𝑅 ∩
⋂︁

m′∈Max(𝑆)

m′ =
⋂︁

m′∈Max(𝑆)

(𝑅 ∩m′) =
⋂︁

m′∈𝑀
(𝑅 ∩m′) =

⋂︁
m∈𝑁

m ⊇
⋂︁

m∈Max(𝑅)

m = Jac(𝑅).

于是

Jac(𝑅) = 𝑅 ∩ Jac(𝑆).

Remark. 1) 由于𝑎 ∈ 𝑅在𝑆中是单位，存在𝑠 ∈ 𝑆使得𝑠𝑎 = 1. 由于𝑆在𝑅上整，存在𝑅上的首一多项式使

得

𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑠+ 𝑎0 = 0, 𝑎𝑖 ∈ 𝑅.

上式两端同乘𝑎𝑛−1得

𝑠+ 𝑎𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑎
𝑛−2 + 𝑎0𝑎

𝑛−1 = 0.

故

𝑠 = −(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑎 · · · + 𝑎1𝑎
𝑛−2 + 𝑎0𝑎

𝑛−1) ∈ 𝑅.

于是，𝑎也是𝑅中的单位.

2) 设𝑅是𝑆的子环，则对于𝑆中的素理想p，𝑅 ∩ p也是𝑅中的素理想. 若𝑆还在𝑅上整，对于𝑆中的极大理

想m，𝑅 ∩m也是𝑅中的极大理想.

习习习题题题 2.23.

设𝑆/𝑅是环的整扩张，𝑆是整环. 证明：若𝑅中的非零素理想均是极大理想，则𝑆中非零素理想也是极

大理想.

Proof. 由习题2.22.(2)的证明知，对于𝑆中的非零素理想p，𝑅 ∩ p一定是𝑅中的素理想.

若𝑅 ∩ p ̸= 0，则它是𝑅中的极大理想. 由定理2.46.(2) 知，p是𝑆中的极大理想.

若𝑅 ∩ p = 0，我们证明：p = 0.

若不然，p−𝑅 ̸= ∅. ∀𝑠 ∈ p−𝑅，由于𝑠在𝑅上整，存在𝑎0, 𝑎1, ·, 𝑎𝑛−1 ∈ 𝑅使得

𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑠+ 𝑎0 = 0.

故

𝑎0 = −(𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑠) ∈ p ∩𝑅.

于是，𝑎0 = 0. 由于𝑆是整环且𝑠 ̸= 0，故

𝑠𝑛−1 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 + · · · + 𝑎1 = 0.

故𝑎1 = 0. 依次类推，𝑠 = 0. 矛盾.

因此，p−𝑅 = ∅. 即：p = 0. 从而，𝑆中非零素理想都是极大理想.

习习习题题题 2.24.

设𝐸/Q是Galois扩张，𝛼 ∈ 𝐸是代数整数. 证明：∀𝜎 ∈ Gal(𝐸/Q)，𝜎(𝛼)是代数整数.
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Proof. 𝜎(𝛼)是𝛼的共轭元，它们有相同的极小多项式. 故𝜎(𝛼)是代数整数.

习习习题题题 2.25.

设𝑅是整闭整环，𝐹是它的分式域.

1) 若𝐾为𝐹的扩域且𝑎 ∈ 𝐾. 证明：𝑎在𝑅上整当且仅当𝑎在𝐹上代数且其最小多项式在𝑅[𝑥]中.

2) 证明：若𝑓(𝑥) = 𝑎(𝑥)𝑏(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]且𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]首一，则𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥].

Proof. 1) =⇒) 若𝑎 ∈ 𝐾在𝑅上整，则存在首一多项式𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] ⊆ 𝐹 [𝑥]使得𝑓(𝑎) = 0. 故𝑎 ∈ 𝐾在𝐹上代数.

设𝑎在𝐹上的极小多项式为𝑔(𝑥)，则𝑔(𝑥) | 𝑓(𝑥). 由于𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)也首一，存在ℎ(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]首一使得

ℎ(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥].

由(2)知，𝑔(𝑥), ℎ(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥].

⇐=) 若𝑎在𝐹上代数且其最小多项式𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]，则𝑓(𝑥)是𝑅上的首一多项式且𝑓(𝑎) = 0. 故𝑎 ∈ 𝐾在𝑅上

整.

2) 设𝐾为𝑓(𝑥)在𝐹 [𝑥]上的分裂域. 在𝐾[𝑥]中

𝑓(𝑥) = 𝑎(𝑥)𝑏(𝑥) =
∏︁
𝑖∈𝐼

(𝑥− 𝜉𝑖)
∏︁
𝑖∈𝐽

(𝑥− 𝜂𝑗), 𝜉𝑖, 𝜂𝑗 ∈ 𝐾, 𝐼, 𝐽有限.

故𝜉𝑖, 𝜂𝑗在𝑅上整. 由推论2.44.(1)知，𝐾中所有在𝑅上整的元素构成一个环𝐷. 而𝑓(𝑥) = 𝑎(𝑥)𝑏(𝑥)的系数是

𝜉𝑖, 𝜂𝑗做加法和乘法得到的. 因此

𝑎(𝑥) =
∏︁
𝑖∈𝐼

(𝑥− 𝜉𝑖) ∈ 𝐷[𝑥] ∩ 𝐹 [𝑥] = (𝐷 ∩ 𝐹 )[𝑥], 𝑏(𝑥) =
∏︁
𝑖∈𝐽

(𝑥− 𝜂𝑗) ∈ 𝐷[𝑥] ∩ 𝐹 [𝑥] = (𝐷 ∩ 𝐹 )[𝑥].

由于𝑅在𝐹中整闭，故𝐷 ∩ 𝐹 = 𝑅. 因此，𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥].

Remark. 设𝑅′/𝑅是环扩张，𝑓 = 𝑔ℎ ∈ 𝑅[𝑥]且𝑔, ℎ ∈ 𝑅′[𝑥]首一. 那么，𝑔, ℎ的系数在𝑅上整.

Proof. 只需找到𝑓的“分裂环”即可.

考虑𝑅1 = 𝑅′[𝑥]/
(︀
𝑓(𝑥)

)︀ ∼= 𝑅′[𝛼1]，𝛼1 = 𝑥+
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
. 显然，𝑅1是𝑅

′的扩张且

𝑓(𝛼1) = 𝑓(𝑥) +
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
= 0 ∈ 𝑅1.

考虑𝑅1[𝑦]/(𝑦 − 𝛼1). 显然

𝑦 + (𝑦 − 𝛼1) = 𝛼1 + (𝑦 − 𝛼1) ∈ 𝑅1[𝑦]/(𝑦 − 𝛼1).

而

𝑓
(︀
𝛼1 + (𝑦 − 𝛼1)

)︀
= 𝑓(𝛼1) + (𝑦 − 𝛼1) = 0 ∈ 𝑅1[𝑦]/(𝑦 − 𝛼1).

故

0 = 𝑓
(︀
𝑦 + (𝑦 − 𝛼1)

)︀
= 𝑓(𝑦) + (𝑦 − 𝛼1) ∈ 𝑅1[𝑦]/(𝑦 − 𝛼1).

于是，𝑓(𝑦) ∈ (𝑦 − 𝛼1). 因此，存在𝑅1[𝑦]中的首一多项式𝑓1(𝑥) 使得

𝑓(𝑦) = (𝑦 − 𝛼1)𝑓1(𝑥).
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依次类推，我们可以得到𝑅′的扩张𝑅*使得𝑓(𝑥)在𝑅*上可以表示为

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) =
∏︁
𝑖∈𝐼

(𝑥− 𝛼𝑖)
∏︁
𝑖∈𝐽

(𝑥− 𝛽𝑗), 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 ∈ 𝑅*, 𝐼, 𝐽有限.

显然，𝛼𝑖, 𝛽𝑗在𝑅上整. 由推论2.44.(1)知，𝑅*中在𝑅上整的元素构成一个环𝐷. 而𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥)的系数是

由𝛼𝑖, 𝛽𝑗做加法和乘法得到的. 因此

𝑔(𝑥) =
∏︁
𝑖∈𝐼

(𝑥− 𝛼𝑖) ∈ 𝐷[𝑥] ∩𝑅′[𝑥] = (𝐷 ∩𝑅′)[𝑥], ℎ(𝑥) =
∏︁
𝑖∈𝐽

(𝑥− 𝛽𝑗) ∈ 𝐷[𝑥] ∩𝑅′[𝑥] = (𝐷 ∩𝑅′)[𝑥].

因此，𝑔(𝑥), ℎ(𝑥) ∈ 𝑅′[𝑥]的系数在𝑅上整.

习习习题题题 2.26.

设𝐼, 𝐽是环𝑅的理想. 证明：

1)
√
𝐼𝐽 =

√
𝐼 ∩ 𝐽 =

√
𝐼 ∩

√
𝐽.

2)
√︀√

𝐼 =
√
𝐼.

3)
√︀√

𝐼 +
√
𝐽 =

√
𝐼 + 𝐽.

Proof. 1) 显然，𝐼𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽，故 √
𝐼𝐽 ⊆

√
𝐼 ∩ 𝐽.

∀𝑎 ∈
√
𝐼 ∩ 𝐽，存在𝑘 ∈ N使得

𝑎𝑘 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽.

故

𝑎2𝑘 = 𝑎𝑘 · 𝑎𝑘 ∈ 𝐼𝐽.

于是，𝑎 ∈
√
𝐼𝐽 . 从而，

√
𝐼𝐽 =

√
𝐼 ∩ 𝐽 .

显然，𝐼 ∩ 𝐽 ⊆ 𝐼, 𝐽 . 故
√
𝐼 ∩ 𝐽 ⊆

√
𝐼,
√
𝐽 . 于是

√
𝐼 ∩ 𝐽 ⊆

√
𝐼 ∩

√
𝐽.

∀𝑎 ∈
√
𝐼 ∩

√
𝐽，存在𝑚,𝑛 ∈ N使得

𝑎𝑚 ∈ 𝐼, 𝑎𝑛 ∈ 𝐽.

故

𝑎𝑚𝑛 = (𝑎𝑚)𝑛 ∈ 𝐼, 𝑎𝑚𝑛 = (𝑎𝑛)𝑚 ∈ 𝐽.

从而，𝑎 ∈
√
𝐼 ∩ 𝐽 . 于是，

√
𝐼 ∩ 𝐽 =

√
𝐼 ∩

√
𝐽

2) 显然，
√
𝐼 ⊆

√︀√
𝐼. ∀𝑎 ∈

√︀√
𝐼，存在𝑛 ∈ N使得

𝑎𝑛 ∈
√
𝐼.

存在𝑚 ∈ N使得
𝑎𝑚𝑛 = (𝑎𝑛)𝑚 ∈ 𝐼.

故𝑎 ∈
√
𝐼. 从而，

√︀√
𝐼 =

√
𝐼.

3) 显然，
√
𝐼,
√
𝐽 ⊆

√
𝐼 + 𝐽 . 故

√
𝐼 +

√
𝐽 ⊆

√
𝐼 + 𝐽 . 从而√︁√

𝐼 +
√
𝐽 ⊆

√︁√
𝐼 + 𝐽 =

√
𝐼 + 𝐽.
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又因为

𝐼 + 𝐽 ⊆
√
𝐼 +

√
𝐽.

故
√
𝐼 + 𝐽 ⊆

√︁√
𝐼 +

√
𝐽.

于是 √︁√
𝐼 +

√
𝐽 =

√
𝐼 + 𝐽.

习习习题题题 2.27.

证明：(𝑥3 − 𝑦2)是环F2[𝑥, 𝑦]中的根式理想.

Proof. 设𝑘是域，则𝑅 := 𝑘[𝑥]是PID，从而也是UFD. 由Gauss引理，𝑘[𝑥, 𝑦] = 𝑘[𝑥][𝑦] = 𝑅[𝑦]也是UFD. 令

𝑔(𝑦) := 𝑦2 − 𝑥3 ∈ 𝑅[𝑦].

我们证明：𝑔(𝑦) ∈ 𝑅[𝑦]不可约. 而UFD中的非零不可约元是素元，故(𝑥3 − 𝑦2) ⊆ 𝑅[𝑦] = 𝑘[𝑥, 𝑦]是素理想，自

然也是根式理想. 取𝑘 = F2，即得本题结论.

由于𝑔(𝑦) ∈ 𝑅[𝑦]是首一多项式且deg
(︀
𝑔(𝑦)

)︀
= 2. 若𝑔(𝑦) ∈ 𝑅[𝑦]可约，则它在𝑅上必分解为两个首一一次

因式的乘积，从而在𝑅上有根. 显然，0 ∈ 𝑅不是𝑔(𝑦)的根.

∀0 ̸= 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅 = 𝑘[𝑥]

𝑔(𝑓) = 𝑓2 − 𝑥3 ̸= 0.

这是因为，deg(𝑓2)是偶数. 因此，𝑔(𝑦) ∈ 𝑅[𝑦]在𝑅上没有根，从而不可约.

Remark. 令𝜙 : 𝑘[𝑥, 𝑦] −→ 𝑘[𝑧2, 𝑧3]

𝑥 ↦−→ 𝑧2, 𝑦 ↦−→ 𝑧3.

显然，𝜙是满射. 故

𝑘[𝑥, 𝑦]/ ker𝜙 ∼= 𝑘[𝑧2, 𝑧3].

显然，𝑘[𝑧2, 𝑧3]是整环. 从而，ker𝜙 ⊆ 𝑘[𝑥, 𝑦]是素理想.

我们证明：(𝑥3 − 𝑦2) = ker𝜙. 从而，(𝑥3 − 𝑦2) ⊆ 𝑘[𝑥, 𝑦]是素理想，自然也是根式理想. 取𝑘 = F2，即得
本题结论.

令𝑅 := 𝑘[𝑥]，𝑔(𝑦) := 𝑦2 − 𝑥3 ∈ 𝑅[𝑦]，则𝑔(𝑦)首一且deg
(︀
𝑔(𝑦)

)︀
= 2. 由习题1.4知，在秩为2的自由𝑅-

模𝑅[𝑦]/
(︀
𝑔(𝑦)

)︀
中

𝑓 = 𝑟1 + 𝑟2𝑦 + (𝑦2 − 𝑥3) ∈ 𝑅[𝑦]/
(︀
𝑔(𝑦)

)︀
, 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 = 𝑘[𝑥], ∀𝑓 ∈ 𝑅[𝑦] = 𝑘[𝑥, 𝑦].

显然，(𝑥3 − 𝑦2) ⊆ ker𝜙. 故

𝜙(𝑓) = 𝜙(𝑟1 + 𝑟2𝑦) = 𝑟1(𝑧2) + 𝑟2(𝑧2)𝑧3 ∈ 𝑘[𝑧2, 𝑧3].

其中，𝑟1(𝑧2) ∈ 𝑘[𝑧2, 𝑧3]只有偶次项，𝑟2(𝑧2)𝑧3 ∈ 𝑘[𝑧2, 𝑧3] 只有奇次项.

∀𝑓 ∈ ker𝜙，𝜙(𝑓) = 0. 于是

𝑟1(𝑧2) = 0 = 𝑟2(𝑧2) ∈ 𝑘[𝑧2, 𝑧3].
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此时，𝑟1 = 0 = 𝑟2 ∈ 𝑅 = 𝑘[𝑥]，故𝑓 = 0. 从而，𝑓 ∈ (𝑥3 − 𝑦2). 于是，ker𝜙 ⊆ (𝑥3 − 𝑦2).

习习习题题题 2.28.

设p为素理想且𝐼 ⊆ p. 证明：
√
𝐼 ⊆ p.

Proof. ∀𝑎 ∈
√
𝐼，存在𝑛 ∈ N使得

𝑎𝑛 ∈ 𝐼 ⊆ p.

故𝑎 ∈ p. 从而，
√
𝐼 ⊆ p.

Remark.

𝐼 ⊆ p =⇒
√
𝐼 ⊆

√
p = p.

习习习题题题 2.29.

设𝑅是Noether环，则𝑅中每个真理想𝐼均有极小准素分解

𝐼 =
𝑚⋂︁
𝑖=1

𝑄𝑖

且 {︀√︀
𝑄1, · · · ,

√︀
𝑄𝑚
}︀

由𝐼唯一确定.

Proof. 1) 由命题2.67知，Noether环𝑅中的每个真理想𝐼均有准素分解.

不妨设

𝐼 =

𝑛⋂︁
𝑖=1

𝑄′
𝑖

是𝐼的准素分解. 令𝑁 := {1, · · · , 𝑛}

𝑁1 := {𝑖 ∈ 𝑁 :
√︀
𝑄′
𝑖 =

√︀
𝑄′

1}.

将𝑁 −𝑁1中的元素重新编号并记为𝑁
′，其中最小的元素记为1′. 令

𝑁2 := {𝑖′ ∈ 𝑁 ′ :
√︁
𝑄′
𝑖′ =

√︁
𝑄′

1′}.

依次类推，我们得到𝑁1, 𝑁2, · · · , 𝑁𝑘，𝑘 ≤ 𝑛.

令

𝑄𝑖 =
⋂︁
𝑗∈𝑁𝑖

𝑄′
𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.

由引理2.68知 √︀
𝑄𝑖 =

√︁
𝑄′
𝑗 , ∀𝑗 ∈ 𝑁𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.

显然，由上述构造方法知 √︀
𝑄𝑖 ̸=

√︀
𝑄𝑗 , ∀𝑖 ̸= 𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘.

若存在1 ≤ 𝑖0 ≤ 𝑘使得 ⋂︁
𝑗 ̸=𝑖0

𝑄𝑗 ⊆ 𝑄𝑖0 .
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则逐步将这样的𝑖0剔除. 此时，我们得到𝐼的极小准素分解

𝐼 =

𝑚⋂︁
𝑖=1

𝑄𝑖, 𝑚 ≤ 𝑘.

2) 令

(𝐼 : 𝑥) =: {𝑟 ∈ 𝑅 : 𝑟𝑥 ∈ 𝐼},

𝑆 :=
{︀
p ∈ Spec(𝑅) :存在𝑥 ∈ 𝑅,

√︀
(𝐼 : 𝑥) = p

}︀
.

显然，𝑆由𝐼唯一确定. 我们证明：

𝑆 =
{︀√︀

𝑄1, · · · ,
√︀
𝑄𝑚
}︀
.

从而，唯一性得证.

∀𝑥 ∈ 𝑅

(𝐼 : 𝑥) =
(︁ 𝑚⋂︁
𝑖=1

𝑄𝑖 : 𝑥
)︁

=

𝑚⋂︁
𝑖=1

(𝑄𝑖 : 𝑥).

从而，由习题2.26.(1)和Remark.(1).(3)知

√︀
(𝐼 : 𝑥) =

𝑚⋂︁
𝑖=1

√︀
(𝑄𝑖 : 𝑥) =

⋂︁
𝑥/∈𝑄𝑖

√︀
(𝑄𝑖 : 𝑥) =

⋂︁
𝑥/∈𝑄𝑖

√︀
𝑄𝑖.

由于
√
𝑄𝑖是素理想，自然也是准素理想. 因此，上式给出了

√︀
(𝐼 : 𝑥)的一个准素分解.

∀p ∈ 𝑆，存在𝑥 ∈ 𝑅使得

p =
√︀

(𝐼 : 𝑥) =
⋂︁
𝑥/∈𝑄𝑖

√︀
𝑄𝑖.

由于p是素理想，从而是不可约理想，存在某个𝑄𝑖0，1 ≤ 𝑖0 ≤ 𝑚使得𝑥 /∈ 𝑄𝑖0且

p =
√︀
𝑄𝑖0 .

反之，由准素分解的极小性知 ⋂︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑄𝑗 −𝑄𝑖 ̸= ∅, ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚.

∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚，取𝑥𝑖 ∈
⋂︀
𝑗 ̸=𝑖

𝑄𝑗 −𝑄𝑖. 此时

√︀
(𝐼 : 𝑥) =

⋂︁
𝑥/∈𝑄𝑙

√︀
𝑄𝑙 =

√︀
𝑄𝑖.

故 √︀
𝑄𝑖 ∈ 𝑆, ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚.

Remark. 设𝑄是环𝑅的准素理想，𝑥 ∈ 𝑅.

1) 若𝑥 ∈ 𝑄，则(𝑄 : 𝑥) = 𝑅.

2) 若𝑥 /∈
√
𝑄，则(𝑄 : 𝑥) = 𝑄.

3) 若𝑥 /∈ 𝑄，则(𝑄 : 𝑥)是准素理想且
√︀

(𝑄 : 𝑥) =
√
𝑄.
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Proof. 1) 显然，(𝑄 : 𝑥) ⊆ 𝑅.

∀𝑟 ∈ 𝑅，𝑟𝑥 ∈ 𝑄. 故𝑟 ∈ (𝑄 : 𝑥). 从而，𝑅 ⊆ (𝑄 : 𝑥).

2) 显然，𝑄 ⊆ (𝑄 : 𝑥).

若𝑟 ∈ (𝑄 : 𝑥)，则𝑟𝑥 ∈ 𝑄. 若𝑟 /∈ 𝑄，由于𝑄是𝑅的准素理想，𝑥 ∈
√
𝑄. 矛盾. 故𝑟 ∈ 𝑄，从而(𝑄 : 𝑥) ⊆ 𝑄.

3) 显然，𝑄 ⊆ (𝑄 : 𝑥).

∀𝑟 ∈ (𝑄 : 𝑥)，𝑟𝑥 ∈ 𝑄. 由于𝑥 /∈ 𝑄，𝑄是𝑅的准素理想. 故𝑟 ∈
√
𝑄. 从而，(𝑄 : 𝑥) ⊆

√
𝑄. 此时，由习

题2.26.(2) 知 √︀
𝑄 ⊆

√︀
(𝑄 : 𝑥) ⊆

√︁√︀
𝑄 =

√︀
𝑄.

于是，
√︀

(𝑄 : 𝑥) =
√
𝑄.

∀𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅，若𝑦𝑧 ∈ (𝑄 : 𝑥)，由𝑄是𝑅的准素理想知

𝑥𝑦𝑧 ∈ 𝑄, 𝑧 /∈ (𝑄 : 𝑥) =⇒ 𝑥𝑦𝑧 ∈ 𝑄, 𝑥𝑧 /∈ 𝑄 =⇒ 𝑦 ∈
√︀
𝑄 =

√︀
(𝑄 : 𝑥).

故(𝑄 : 𝑥)是准素理想.

Noether环的条件只是保证了极小素分解的存在性. 事实上，极小素分解只要存在，它必定唯一. 这一点

与Noether环的条件无关.

习习习题题题 2.30.

证明：对任意域𝑘，A1
𝑘中的仿射代数集为A1

𝑘，∅和A1
𝑘的有限子集.

Proof. ∀𝑆 ⊆ 𝑘[𝑥]，由于𝑘[𝑥]为PID，存在𝑓 ∈ 𝑘[𝑥]使得

(𝑓) = (𝑆).

∀𝑓 ∈ 𝑘

𝒵(𝑓) =

{︃
A1
𝑘, 𝑓 = 0,

∅, 𝑓 ̸= 0.

是A1
𝑘中的仿射代数集.

∀𝑓 ∈ 𝑘[𝑥] − 𝑘，deg 𝑓 = 𝑛 ≥ 1，𝑓在𝑘上至多有𝑛个根. 故

𝒵(𝑆) = 𝒵(𝑓)

为有限集.

习习习题题题 2.31.

若𝑘 = F2，𝑉 = {(0, 0), (1, 1)} ⊆ A2
𝑘. 证明：ℐ(𝑉 ) = m1m2. 其中

m1 = (𝑥, 𝑦), m2 = (𝑥− 1, 𝑦 − 1)

是𝑘[𝑥, 𝑦]的极大理想.
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Proof. 记𝑝1 = (0, 0)，𝑝2 = (1, 1). 显然

𝑓(𝑝1) = 0, ∀𝑓 ∈ m1.

故m1 ⊆ ℐ(𝑝1). 但m1是𝑘[𝑥, 𝑦]的极大理想且ℐ(𝑝1) ̸= 𝑘[𝑥, 𝑦]. 故ℐ(𝑝1) = m1. 同理，ℐ(𝑝2) = m2. 又因为

m1 + m2 = 𝑘[𝑥, 𝑦].

故m1,m2互素，从而

m1 ∩m2 = m1m2.

由命题2.77.(3)知

ℐ(𝑉 ) = ℐ
(︀
{𝑝1} ∪ {𝑝2}

)︀
= ℐ(𝑝1) ∩ ℐ(𝑝2) = m1 ∩m2 = m1m2.

习习习题题题 2.32.

设𝑉是A𝑛𝑘中的有限仿射代数集. 证明：若𝑉中的元素个数为𝑚，则𝑘[𝑉 ]作为𝑘-代数同构于𝑘𝑚.

Proof. 设𝑉 = {𝑝1, · · · , 𝑝𝑚} ⊆ A𝑛𝑘是一个具有𝑚个元素的仿射代数集. 其中

𝑝𝑖 =
(︀
𝑎
(𝑖)
1 , · · · , 𝑎(𝑖)𝑛

)︀
, 𝑎

(𝑖)
𝑗 ∈ 𝑘, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

那么，与习题2.31类似

m𝑖 := ℐ(𝑝𝑖) = (𝑥1 − 𝑎
(𝑖)
1 , · · · , 𝑥𝑛 − 𝑎(𝑖)𝑛 ), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚

是𝑘[𝑥1, · · · , 𝑥𝑛]的极大理想且它们互素. 于是

ℐ(𝑉 ) =

𝑚⋂︁
𝑖=1

m𝑖 =

𝑚∏︁
𝑖=1

m𝑖.

显然，满同态𝜙𝑖 : 𝑘[𝑥1, · · · , 𝑥𝑛] −→ 𝑘

𝑓 ↦−→ 𝑓(𝑝𝑖)

诱导同构

𝑘[𝑥1, · · · , 𝑥𝑛]/m𝑖 = 𝑘[𝑥1, · · · , 𝑥𝑛]/ ker𝜙𝑖 ∼= 𝑘.

由环上的中国剩余定理

𝑘[𝑉 ] ∼= 𝑘[𝑥1, · · · , 𝑥𝑛]/ℐ(𝑉 ) ∼=
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑘[𝑥1, · · · , 𝑥𝑛]/m𝑖 ∼= 𝑘𝑚.

显然，上述每个环中都至少包含𝑘，故上述环同构也是𝑘-线性映射，从而是𝑘-模同构. 于是，𝑘[𝑉 ]作为𝑘-代数

同构于𝑘𝑚.

习习习题题题 2.33.

设𝑘是有限域. 证明：A𝑛𝑘的任意子集均是仿射代数集.

Proof. 显然，空集和单点集是仿射代数集. A𝑛𝑘的任意非空子集都是有限集，从而是单点集的有限并. 仿射代

数集的有限并自然也是仿射代数集.
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习习习题题题 2.34.

设𝑓是域𝑘上的一元多项式，deg(𝑓) ≥ 1. 证明：ℐ
(︀
𝒵(𝑓)

)︀
= (𝑓)当且仅当𝑓 ∈ 𝑘[𝑥]是不同线性因子的乘

积.

Proof. 设𝑓 ∈ 𝑘[𝑥]在𝑘上的根为𝑥1, · · · , 𝑥𝑛，则𝑉 := 𝒵(𝑓) = {𝑥1, · · · , 𝑥𝑛}是A1
𝑘中的仿射代数集. 显然

m𝑖 := ℐ(𝑥𝑖) = (𝑥− 𝑥𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

是𝑘[𝑥]中的极大理想且它们互素. 故

ℐ
(︀
𝒵(𝑓)

)︀
= ℐ(𝑉 ) =

𝑛⋂︁
𝑖=1

m𝑖 =

𝑛∏︁
𝑖=1

m𝑖.

因此

ℐ
(︀
𝒵(𝑓)

)︀
= (𝑓) ⇐⇒ (𝑓) =

𝑛∏︁
𝑖=1

m𝑖 =
(︀
(𝑥− 𝑥1) · · · (𝑥− 𝑥𝑛)

)︀
⇐⇒ 𝑓 = 𝑐

𝑛∏︁
𝑖=1

(𝑥− 𝑥𝑖), 0 ̸= 𝑐 ∈ 𝑘.

习习习题题题 2.35.

设𝑓, 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦]为不可约多项式且互不关联. 证明：𝒵(𝑓, 𝑔)或者是空集，或者是A2
𝑘中的有限集.

Proof. 由于𝑓, 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦]不可约且互不关联，故𝑓, 𝑔 /∈ 𝑘. 特别地，𝑘[𝑥, 𝑦] 是UFD，从而𝑓, 𝑔还是𝑘[𝑥, 𝑦]中的素

元. 不妨设𝑥在𝑓中的次数不为零，即𝑓 /∈ 𝑘[𝑦] ⊆ 𝑘(𝑦). 令

𝑅 := 𝑘(𝑦) = Frac(𝑘[𝑦]).

那么，𝑓作为(𝑘[𝑦])[𝑥]上的本原多项式在𝑅[𝑥]中依然不可约且deg(𝑓) ≥ 1. 由于𝑅是域，故𝑅[𝑥]是PID. 从

而，(𝑓)是𝑅[𝑥]的极大理想. 若𝑔 ∈ (𝑓)，则存在非零多项式ℎ1, ℎ2 ∈ 𝑘[𝑦]使得

ℎ1
ℎ2
𝑓 = 𝑔.

从而

ℎ1𝑓 = ℎ2𝑔 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦].

这与𝑓, 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦]互不关联矛盾. 故𝑔 /∈ (𝑓)且

(𝑔) + (𝑓) = 𝑅[𝑥].

因此，存在非零多项式̃︀𝑢, ̃︀𝑣 ∈ 𝑅[𝑥]使得 ̃︀𝑢𝑓 + ̃︀𝑣𝑔 = 1.

取̃︀𝑢, ̃︀𝑣的系数在𝑅中的公分母0 ̸= 𝑎 ∈ 𝑘[𝑦]. 则

𝑢𝑓 + 𝑣𝑔 = 𝑎 ∈ 𝑘[𝑦].

其中

𝑢 = 𝑎̃︀𝑢 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦], 𝑣 = 𝑎̃︀𝑣 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦].
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于是

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒵(𝑓, 𝑔) =⇒ 𝑦 ∈ 𝒵(𝑎).

由于0 ̸= 𝑎 ∈ 𝑘[𝑦]，故𝑎的根至多有限. 不妨设𝑎 ∈ 𝑘[𝑦]的根为

𝑦1, · · · , 𝑦𝑛.

此时，由于𝑓 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦]不可约，(𝑦 − 𝑦𝑖) - 𝑓，故0 ̸= 𝑓(𝑥, 𝑦𝑖) ∈ 𝑘[𝑥]. 于是

𝑓(𝑥, 𝑦𝑖) = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

的根至多有限. 不妨设𝑓(𝑥, 𝑦𝑖) ∈ 𝑘[𝑥]的根为

𝑥
(𝑖)
1 , · · · , 𝑥(𝑖)𝑚𝑖

, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

那么

𝒵(𝑓, 𝑔) ⊆
{︀

(𝑥
(𝑖)
𝑗 , 𝑦𝑖) : 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}

至多有限.

显然，𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥− 1满足题目要求. 此时，𝒵(𝑓, 𝑔) = ∅.

Remark. 事实上，证明过程中我们并没有用到𝑔不可约的性质. 因此，只需要求𝑓不可约且𝑓 - 𝑔，命题
即可成立.

习习习题题题 2.36.

设𝑉 ⊆ A𝑛𝑘是仿射代数集，𝑓 ∈ 𝑘[𝑉 ]. 𝑓的图是指集合{︀(︀
𝑎1, · · · , 𝑎𝑛, 𝑓(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛)

)︀
: (𝑎1, · · · , 𝑎𝑛) ∈ 𝑉

}︀
.

证明：𝑓的图是A𝑛+1
𝑘 上的仿射代数集.

Proof. 记𝑓的图为𝐺(𝑉 ). 令𝑢 ∈ 𝑘[𝑥1, · · · , 𝑥𝑛][𝑥𝑛+1]

𝑢(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑥𝑛+1 − 𝑓(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛).

由习题2.37和命题2.76.(3)知

𝒵(𝑢) ∩ (𝑉 × A1
𝑘) = {(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) : (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) ∈ 𝑉, 𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛)} = 𝐺(𝑉 )

是A𝑛+1
𝑘 中的仿射代数集.

习习习题题题 2.37.

设𝑉 ⊆ A𝑚𝑘 ,𝑊 ⊆ A𝑛𝑘是仿射代数集. 证明：𝑉 ×𝑊 ⊆ A𝑚+𝑛
𝑘 也是仿射代数集且

𝑘[𝑉 ×𝑊 ] ∼= 𝑘[𝑉 ] ⊗𝑘 𝑘[𝑊 ].

其中，∙ ⊗𝑘 ∙为𝑘-代数之间的张量积.
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Proof. 为简单起见，记

𝑘[𝑥1, · · · , 𝑥𝑚] := 𝑘[𝑋], 𝑘[𝑦1, · · · , 𝑦𝑛] := 𝑘[𝑌 ].

1) ℐ(𝑉 ), ℐ(𝑊 )作为𝑘[𝑋], 𝑘[𝑌 ]的理想是𝑘[𝑋,𝑌 ]的子集. 在A𝑚+𝑛
𝑘 中

𝒵
(︀
ℐ(𝑉 ) ∪ ℐ(𝑊 )

)︀
= 𝒵

(︀
ℐ(𝑉 )

)︀
∩ 𝒵

(︀
ℐ(𝑊 )

)︀
= (𝑉 × A𝑛𝑘 ) ∩ (A𝑚𝑘 ×𝑊 ) = 𝑉 ×𝑊

是仿射代数集.

2) 不妨设𝑉,𝑊 ̸= ∅. 令𝜙 : 𝑘[𝑋]/ℐ(𝑉 ) ⊗𝑘 𝑘[𝑌 ]/ℐ(𝑊 ) −→ 𝑘[𝑋,𝑌 ]/ℐ(𝑉 ×𝑊 ).∑︁
𝑖,𝑗

𝑓𝑖|𝑉 ⊗𝑘 𝑔𝑗 |𝑊 ↦−→
∑︁
𝑖,𝑗

(𝑓𝑖𝑔𝑗)|𝑉×𝑊 =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑓𝑖|𝑉 𝑔𝑗 |𝑊 .

为简单起见，在不至于引起混淆的情况下，我们省略限制符号，将𝑓 |𝑉简记为𝑓 .

显然，𝑘[𝑋], 𝑘[𝑌 ]是𝑘-线性空间. 设𝑒𝑖, 𝑑𝑗分别是𝑘[𝑋], 𝑘[𝑌 ]的一组基，那么𝑒𝑖 ⊗ 𝑑𝑗是𝑘[𝑋] ⊗𝑘 𝑘[𝑌 ]的一组基.

𝑓 |𝑉 ⊗𝑘 𝑔|𝑊 =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑟𝑖𝑗(𝑒𝑖|𝑉 ⊗𝑘 𝑑𝑗 |𝑊 ) = 0 =⇒ 𝑟𝑖𝑗 = 0.

从而

𝜙(𝑓 |𝑉 ⊗𝑘 𝑔|𝑊 ) =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑟𝑖𝑗(𝑒𝑖𝑑𝑗)|𝑉×𝑊 = 0.

故

𝜙(0) = 0, 𝜙(1) = 1.

∀𝑟, 𝑟′ ∈ 𝑘

𝜙
(︀
𝑟(𝑓 ⊗𝑘 𝑔) + 𝑟′(𝑓 ′ ⊗𝑘 𝑔′)

)︀
= 𝜙(𝑟𝑓 ⊗𝑘 𝑔 + 𝑟′𝑓 ′ ⊗𝑘 𝑔′) = 𝑟𝑓𝑔 + 𝑟′𝑓 ′𝑔′ = 𝑟𝜙(𝑓 ⊗𝑘 𝑔) + 𝑟′𝜙(𝑓 ′ ⊗𝑘 𝑔′).

故𝜙是𝑘-线性映射.

由𝑘-代数的张量积之间的乘法知

𝜙
(︀
(𝑓 ⊗𝑘 𝑔)(𝑓 ′ ⊗𝑘 𝑔′)

)︀
= 𝜙(𝑓𝑓 ′ ⊗𝑘 𝑔𝑔′) = 𝑓𝑓 ′𝑔𝑔′ = 𝑓𝑔𝑓 ′𝑔′ = 𝜙(𝑓 ⊗𝑘 𝑔)𝜙(𝑓 ′ ⊗𝑘 𝑔′).

故𝜙是定义良好的环同态，也是𝑘-模同态.

∀𝑥𝑖|𝑉×𝑊 , 𝑦𝑗 |𝑉×𝑊 ∈ 𝑘[𝑋,𝑌 ]/ℐ(𝑉 ×𝑊 )

𝜙(𝑥𝑖|𝑉 ⊗𝑘 1) = 𝑥𝑖|𝑉 · 1|𝑊 = 𝑥𝑖|𝑉×𝑊 , 𝜙(1 ⊗𝑘 𝑦𝑗 |𝑊 ) = 1|𝑉 · 𝑦𝑗 |𝑊 = 𝑦𝑗 |𝑉×𝑊 .

由𝜙是环同态知，𝜙是满射.

∀ℎ|𝑉×𝑊 ∈ 𝑘[𝑋,𝑌 ]/ℐ(𝑉 ×𝑊 )，由于𝜙是满射，存在𝑟𝑖𝑗 ∈ 𝑘使得

ℎ|𝑉×𝑊 = 𝜙
(︁∑︁
𝑖,𝑗

𝑟𝑖𝑗(𝑒𝑖|𝑉 ⊗𝑘 𝑑𝑗 |𝑊 )
)︁

=
∑︁
𝑖,𝑗

𝑟𝑖𝑗𝑒𝑖|𝑉 𝑑𝑗 |𝑊 .

故

ℎ|𝑉×𝑊 = 0 =⇒
∑︁
𝑖,𝑗

𝑟𝑖𝑗𝑒𝑖|𝑉 𝑑𝑗 |𝑊 = 0 =⇒
∑︁
𝑗

(︁∑︁
𝑖

(︀
𝑟𝑖𝑗𝑒𝑖(𝑝)

)︁
𝑑𝑗 |𝑊 = 0 =⇒

∑︁
𝑖

𝑟𝑖𝑗𝑒𝑖|𝑉 = 0 =⇒ 𝑟𝑖𝑗 = 0.

故𝜙是单射.

综上所述

𝑘[𝑉 ] ⊗𝑘 𝑘[𝑊 ] ∼= 𝑘[𝑋]/ℐ(𝑉 ) ⊗𝑘 𝑘[𝑌 ]/ℐ(𝑊 ) ∼= 𝑘[𝑋,𝑌 ]/ℐ(𝑉 ×𝑊 ) ∼= 𝑘[𝑉 ×𝑊 ]

是𝑘-代数同构.
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Remark. 1) 事实上

𝑘[𝑉 ]⊗𝑘𝑘[𝑊 ] ∼= 𝑘[𝑋]/ℐ(𝑉 )⊗𝑘𝑘[𝑌 ]/ℐ(𝑊 ) ∼=
𝑘[𝑋] ⊗𝑘 𝑘[𝑌 ]

ℐ(𝑉 ) ⊗𝑘 𝑘[𝑌 ] + 𝑘[𝑋] ⊗𝑘 ℐ(𝑊 )
∼= 𝑘[𝑋,𝑌 ]/ℐ(𝑉×𝑊 ) ∼= 𝑘[𝑉×𝑊 ].

2) 若𝑉,𝑊是不可约的仿射代数集，则𝑉 ×𝑊也是不可约的仿射代数集.

设

𝑉 ×𝑊 = 𝑍1 ∪ 𝑍2 ⊆ A𝑚+𝑛
𝑘 .

其中，𝑍1, 𝑍2 ⊆ A𝑚+𝑛
𝑘 是仿射代数集. 我们证明：𝑉 ×𝑊 = 𝑍1或者𝑉 ×𝑊 = 𝑍2.

令

𝑉𝑖 := {𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑣 ×𝑊 ⊆ 𝑍𝑖} ⊆ A𝑚+𝑛
𝑘 , 𝑖 = 1, 2.

设

𝐼𝑖 := ℐ(𝑍𝑖) = (𝑓
(𝑖)
1 , · · · , 𝑓 (𝑖)𝑛𝑖

) ⊆ 𝑘[𝑋,𝑌 ], 𝑖 = 1, 2.

则

𝑆𝑖 :=
{︀
𝑓
(𝑖)
𝑗 (𝑞) ∈ 𝑘[𝑋] : 𝑞 ∈𝑊, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛𝑖

}︀
⊆ 𝑘[𝑋], 𝑖 = 1, 2.

于是

𝑉𝑖 = 𝒵(𝑆𝑖) ⊆ A𝑚𝑘 , 𝑖 = 1, 2

是仿射代数集.

显然，𝑉1 ∪ 𝑉2 ⊆ 𝑉 . ∀𝑣0 ∈ 𝑉，令

𝑊𝑖 = (𝑣0 ×𝑊 ) ∩ 𝑍𝑖 ⊆ A𝑚+𝑛
𝑘 , 𝑖 = 1, 2.

则𝑊1,𝑊2是仿射代数集. 此时

𝑣0 ×𝑊 =
(︀
(𝑣0 ×𝑊 ) ∩ 𝑍1

)︀
∪
(︀
(𝑣0 ×𝑊 ) ∩ 𝑍2

)︀
= 𝑊1 ∪𝑊2 ⊆ A𝑚+𝑛

𝑘 .

我们证明：必有𝑣0 ×𝑊 = 𝑊1 ⊆ 𝑍1或𝑣0 ×𝑊 = 𝑊2 ⊆ 𝑍2. 从而，𝑣0 ∈ 𝑉1或𝑣0 ∈ 𝑉2. 故𝑉 ⊆ 𝑉1 ∪ 𝑉2.

考虑典范投射𝜋𝑚 : A𝑚+𝑛
𝑘 −→ A𝑚𝑘 ，𝜋𝑛 : A𝑚+𝑛

𝑘 −→ A𝑛𝑘 . 那么

𝑣0 = 𝜋𝑚(𝑣0 ×𝑊 ) = 𝜋𝑚(𝑊1 ∪𝑊2) = 𝜋𝑚(𝑊1) ∪ 𝜋𝑚(𝑊2) ⊆ A𝑚𝑘 .

是不可约的仿射代数集.

若𝜋𝑚(𝑊𝑖) = ∅，则𝑊𝑖 ⊆ 𝜋𝑚(𝑊𝑖) × 𝜋𝑛(𝑊𝑖) = ∅. 故𝜋𝑚(𝑊1), 𝜋𝑚(𝑊2)至少有一个不是空集.

若𝜋𝑚(𝑊1) = ∅，则𝑊1 = ∅，从而𝑣0 ×𝑊 = 𝑊2 ⊆ 𝑍2.

若𝜋𝑚(𝑊2) = ∅，则𝑊2 = ∅，从而𝑣0 ×𝑊 = 𝑊1 ⊆ 𝑍1.

若𝑊1,𝑊2 ̸= ∅，则𝜋𝑚(𝑊1) = 𝜋𝑚(𝑊2) = 𝑣0. 从而

𝑊1 = 𝑣0 × 𝜋𝑛(𝑊1), 𝑊2 = 𝑣0 × 𝜋𝑛(𝑊2).

但

𝑊 = 𝜋𝑛(𝑊1) ∪ 𝜋𝑛(𝑊2) ⊆ A𝑛𝑘

是不可约的仿射代数集. 故𝑊 = 𝜋𝑛(𝑊1)或𝑊 = 𝜋𝑛(𝑊2). 从而，𝑣0 ×𝑊 = 𝑊1 ⊆ 𝑍1或𝑣0 ×𝑊 = 𝑊2 ⊆ 𝑍2.

现在

𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 ⊆ A𝑚𝑘
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是不可约的仿射代数集. 故𝑉 = 𝑉1或𝑉 = 𝑉2. 根据𝑉1, 𝑉2的定义，此时有

𝑉 ×𝑊 ⊆ 𝑍1或𝑉 ×𝑊 ⊆ 𝑍2.

显然，𝑍1, 𝑍2 ⊆ 𝑉 ×𝑊 . 于是

𝑉 ×𝑊 = 𝑍1或𝑉 ×𝑊 = 𝑍2.

3) 𝑘-代数的张量积是𝑘-代数范畴的上积.

设𝑀,𝑁是𝑘-代数，𝑖 : 𝑀 −→𝑀 ⊗𝑘 𝑁，𝑗 : 𝑁 −→𝑀 ⊗𝑘 𝑁

𝑚 ↦−→ 𝑚⊗𝑘 1, 𝑛 ↦−→ 1 ⊗𝑘 𝑛.

是𝑘-代数同态.

𝑀
𝑓

zz
𝑖

''
𝑋 𝑀 ⊗𝑘 𝑁

𝜎oo

𝑁
𝑔

dd

𝑗

77

∀𝑓 : 𝑀 −→ 𝑋，∀𝑔 : 𝑁 −→ 𝑋. 𝜙 : 𝑀 ×𝑁 −→ 𝑋

(𝑚,𝑛) ↦−→ 𝑓(𝑚) · 𝑔(𝑛)

既是一个𝑘-双线性映射，又是一个环同态. 因此，𝜙诱导了唯一的𝑘-代数同态𝜎 : 𝑀 ⊗𝑘 𝑁 −→ 𝑋

𝑚⊗𝑘 𝑛 ↦−→ 𝑓(𝑚) · 𝑔(𝑛)

使得上图交换.

4) 由𝑘-代数与代数簇的对偶关系知，𝑘-代数簇的Descartes积是𝑘-代数簇范畴的积.

5) dim(𝑉 ×𝑊 ) = dim𝑉 + dim𝑊.

习习习题题题 2.38.

证明：有限生成Z-代数𝑘如果是域，则𝑘一定是有限域.

Proof. 1) 𝑘是域，𝑅是有限生成𝑘-代数. 若𝑅是域，则𝑅/𝑘是域的有限扩张.

由Noether正则化引理，𝑅在某个𝑘上的多元多项式环𝑃 := 𝑘[𝑡1, · · · , 𝑡𝑠]上整. 由于𝑅是域，𝑃也是域. 从

而，𝑠 = 0. 于是，𝑅在𝑘上整. 故𝑅/𝑘 是域的代数扩张. 因此，𝑅/𝑘是域的有限生成代数扩张，自然也是域的

有限扩张.

2) 𝑅是有限生成𝑆-代数，𝑆是有限生成𝑇 -代数，则𝑅是有限生成𝑇 -代数.

设𝑅在𝑆上的一组生成元为𝑟1, · · · , 𝑟𝑚，𝑆在𝑇上的一组生成元为𝑠1, · · · , 𝑠𝑛. 那么

𝑟𝑖𝑠𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛

是𝑅在𝑇上的一组生成元.

3) 𝑅 ⊆ 𝑅′ ⊆ 𝑅′′是环扩张. 若𝑅是Noether环，𝑅′′既是有限生成𝑅-代数，又是有限生成𝑅′-模. 那么，𝑅′也

是有限生成𝑅-代数.
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设𝑥1, · · · , 𝑥𝑚是𝑅′′作为𝑅-代数的生成元，𝑦1, · · · , 𝑦𝑛是𝑅′′ 作为𝑅′-模的生成元. 存在𝑧𝑖𝑗 , 𝑧𝑟𝑠𝑡 ∈ 𝑅′使得

𝑥𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑧𝑖𝑗𝑦𝑗 , 𝑦𝑟𝑦𝑠 =

𝑛∑︁
𝑡=1

𝑧𝑟𝑠𝑡𝑦𝑡, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗, 𝑟, 𝑠, 𝑡 ≤ 𝑛.

设𝑅′
0是由𝑧𝑖𝑗 , 𝑧𝑟𝑠𝑡生成的𝑅-代数，则𝑅′

0是Noether环𝑅上的有限生成代数. 由Hilbert基定理，𝑅′
0是Noether环.

显然，𝑅′
0 ⊆ 𝑅′.

∀𝑥 ∈ 𝑅′′，𝑥可以表示为𝑥1, · · · , 𝑥𝑚的系数在𝑅中的多项式. 因此，由𝑥𝑖, 𝑦𝑟𝑦𝑠的表达式知，𝑥也可以表示为

𝑦1, · · · , 𝑦𝑛的系数在𝑅′
0中的线性组合.故𝑅′′是有限生成𝑅′

0-模，从而是Noether𝑅′
0-模. 因此，𝑅′作为𝑅′′的𝑅′

0-

子模也是Noether模，从而是有限生成𝑅′
0-模，自然也是有限生成𝑅′

0-代数.

现在，𝑅′是有限生成𝑅′
0-代数，𝑅′

0是有限生成𝑅-代数. 由(2)知，𝑅′是有限生成𝑅-代数.

4) 𝑘为特征零域. 此时，𝑘有一个素子域与Q同构.

若𝑘是有限生成Z-代数，则𝑘自然也是有限生成Q-代数. 由(1)知，𝑘/Q是域的有限扩张. 故𝑘是有限维Q-

线性空间. 由(3)知，Q是有限生成Z-代数.

不妨设
𝑝1
𝑞1
, · · · , 𝑝𝑛

𝑞𝑛

是Q在Z上的一组生成元. 其中，𝑝𝑖, 𝑞𝑖 ∈ Z，𝑞𝑖 > 0，gcd(𝑝𝑖, 𝑞𝑖) = 1，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 由于Z中的素数有无穷多
个，存在素数𝑞使得

𝑞 > max(𝑞1, · · · , 𝑞𝑛).

此时，
1

𝑞
∈ Q且𝑞1, · · · , 𝑞𝑛都不以𝑞为素因子. 故

1

𝑞
∈ Q不能被

𝑝1
𝑞1
, · · · , 𝑝𝑛

𝑞𝑛

生成. 这就产生了矛盾.

5) 𝑘为特征𝑝域. 此时，𝑘有一个素子域同构于F𝑝.

设环同态𝜙 : Z −→ 𝑘使得𝑘成为有限生成Z-代数. 显然，𝑘也是im𝜙上的有限生成代数. 由于𝑘 为特征𝑝

域，故

im𝜙 ∼= Z/ ker𝜙 = Z/𝑝Z ∼= F𝑝.

因此，𝑘在F𝑝上有限生成. 由(1)知，𝑘/F𝑝是域的有限扩张. 故𝑘是有限维F𝑝-线性空间. 因此，|𝑘| = 𝑝𝑛. 故𝑘是

有限域.

Remark. 𝑆是有限生成𝑅-代数，不一定是有限生成𝑅-模. 若𝑆在𝑅上整，则𝑆是有限生成𝑅-代数等价

于𝑆是有限生成𝑅-模. 整性提供了有限生成代数何时是有限生成模的一种判据.

习习习题题题 2.39.

1) 分别写出𝑘[𝑥, 𝑦]中以字典序和次数-字典序的前十个首一单项式.

2) 以字典序和次数-字典序写出𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]中所有权小于等于2的单项式.

Proof. 1) 1, 𝑦, 𝑦2, · · · , 𝑦9.

2) 1, 𝑦, 𝑥, 𝑦2, 𝑥𝑦, 𝑥2, 𝑦3, 𝑥𝑦2, 𝑥2𝑦, 𝑥3.
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Remark. 这说明，字典序和次数-字典序确实是不同的偏序关系.

习习习题题题 2.40.

使用次数-字典序求

1) 𝑥 mod [𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧]与𝑥 mod [𝑥− 𝑧, 𝑥− 𝑦].

2) 𝑥7𝑦2 + 𝑥3𝑦2 − 𝑦 + 1 mod [𝑥𝑦2 − 𝑥, 𝑥− 𝑦3]和𝑥7𝑦2 + 𝑥3𝑦2 − 𝑦 + 1 mod [𝑥− 𝑦3, 𝑥𝑦2 − 𝑥].

Proof. 1)

𝑥 ≡ 𝑦 mod [𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧], 𝑥 ≡ 𝑧 mod [𝑥− 𝑧, 𝑥− 𝑦].

2)

𝑥7𝑦2 + 𝑥3𝑦2 − 𝑦 + 1 ≡ 𝑥7 + 𝑥3𝑦2 − 𝑦 + 1 mod [𝑥𝑦2 − 𝑥, 𝑥− 𝑦3],

𝑥7𝑦2 + 𝑥3𝑦2 − 𝑦 + 1 ≡ 𝑥7 + 𝑥3𝑦2 − 𝑦 + 1 mod [𝑥− 𝑦3, 𝑥𝑦2 − 𝑥].

Remark. 这说明，带余除法的余式与做除法的次序有关.

习习习题题题 2.41.

设𝑐𝛼𝑋𝛼是非零单项式，𝑓(𝑋), 𝑔(𝑋) ∈ 𝑘[𝑋]且它们的每一项都不被𝑐𝛼𝑋𝛼整除. 证明：𝑓(𝑋) − 𝑔(𝑋)的

每一项都不被𝑐𝛼𝑋𝛼整除.

Proof. 不妨设𝑐𝛽(𝑓) − 𝑐𝛽(𝑔) ̸= 0且

𝑐𝛼𝑋
𝛼 | 𝑐𝛽(𝑓)𝑋𝛽 − 𝑐𝛽(𝑔)𝑋𝛽 =

(︀
𝑐𝛽(𝑓) − 𝑐𝛽(𝑔)

)︀
𝑋𝛽 .

那么，对于

𝛼 = (𝑎1, · · · , 𝑎𝑛), 𝛽 = (𝑏1, · · · , 𝑏𝑛).

我们有

𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖, ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

若𝑐𝛽(𝑓) = 0，则𝑐𝛽(𝑔) ̸= 0且𝑐𝛼𝑋
𝛼 | 𝑐𝛽(𝑔)𝑋𝛽 . 矛盾.

若𝑐𝛽(𝑔) = 0，则𝑐𝛽(𝑓) ̸= 0且𝑐𝛼𝑋
𝛼 | 𝑐𝛽(𝑓)𝑋𝛽 . 矛盾.

若𝑐𝛽(𝑓), 𝑐𝛽(𝑔) ̸= 0，则𝑐𝛼𝑋
𝛼 | 𝑐𝛽(𝑓)𝑋𝛽 , 𝑐𝛽(𝑔)𝑋𝛽 . 矛盾.

于是，𝑓(𝑋) − 𝑔(𝑋)的每一项都不被𝑐𝛼𝑋
𝛼整除.

习习习题题题 2.42.

设𝐼是𝑘[𝑋]中的单项式理想，即𝐼由单项式𝑋𝛼(1), · · · , 𝑋𝛼(𝑞)生成. 证明：

1) 𝑓(𝑥) ∈ 𝐼 ⇐⇒ 𝑓的每一项均被某个𝑋𝛼(𝑖)生成.

2) 若𝑟 ̸= 0模𝐺 = [𝑔1, · · · , 𝑔𝑚]约化，则𝑟 /∈ [LT(𝑔1), · · · ,LT(𝑔𝑚)].
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Proof. 1) =⇒) 若𝑓有一项𝑐𝛽𝑋
𝛽 ̸= 0不能由𝑋𝛼(𝑖)，𝑖 = 1, · · · , 𝑞生成，则

𝑋𝛼(𝑖) - 𝑐𝛽𝑋𝛽 , 𝑖 = 1, · · · , 𝑞.

因此，由带余除法的算法知

𝑓 ̸= 0 mod [𝑋𝛼(1), · · · , 𝑋𝛼(𝑞)].

这与𝑓 ∈ 𝐼矛盾.

⇐=) 不妨设𝑓的第𝑖项被某个𝑋𝛼(𝑖(𝑗))生成，1 ≤ 𝑖(𝑗) ≤ 𝑞，存在𝑔𝑗(𝑋) ∈ 𝑘[𝑋]使得

𝑓(𝑋) =

𝑛∑︁
𝑗

𝑔𝑗(𝑋)𝑋𝛼(𝑗(𝑖)) ∈ 𝐼.

2) 由于𝑟 ̸= 0模𝐺 = [𝑔1, · · · , 𝑔𝑚]约化，故LT(𝑟)不能由某个LT(𝑔𝑖)，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚生成. 由(1)知

𝑟 /∈ [LT(𝑔1), · · · ,LT(𝑔𝑚)].

习习习题题题 2.43.

给定𝑘[𝑋]中一个单项式序. 设𝐼是𝑘[𝑋]的理想，𝑔1, · · · , 𝑔𝑚 ∈ 𝐼. 若对任意非零𝑓 ∈ 𝐼，存在𝑔𝑖使

得LT(gi) | LT(𝑓). 证明：𝐼 = (𝑔1, · · · , 𝑔𝑚).

Proof. ∀𝑓 ∈ 𝐼

𝑓 mod [𝑔1, · · · , 𝑔𝑚] = 0.

故

𝐼 = (𝑔1, · · · , 𝑔𝑚).

Remark. 这说明，在Gröbner基的定义中，不需要假设𝐼 由𝑔1, · · · , 𝑔𝑚生成.

习习习题题题 2.44. 2.45. 2.46.

1) 使用次数-字典序求𝐼 = (𝑥2 − 𝑦, 𝑦2 − 𝑥, 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦)的Gröbner基，并判断𝑥4 + 𝑥+ 1是否在𝐼中.

2) 使用次数-字典序求𝐼 = (𝑥𝑧, 𝑥𝑦 − 𝑧, 𝑦𝑧 − 𝑥)的Gröbner基，并判断𝑥3 + 𝑥+ 1 是否在𝐼中.

3) 若𝑥 < 𝑦 < 𝑧，在字典序下，𝑦 − 𝑥2, 𝑧 − 𝑥3是𝐼 = (𝑦 − 𝑥2, 𝑧 − 𝑥3)的Gröbner基.

4) 若𝑦 < 𝑧 < 𝑥，在字典序下，𝑦 − 𝑥2, 𝑧 − 𝑥3不是𝐼 = (𝑦 − 𝑥2, 𝑧 − 𝑥3)的Gröbner基.

Proof. 1)

𝐼 = (𝑥2 − 𝑦, 𝑦2 − 𝑥, 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦).

𝑥4 + 𝑥+ 1 ≡ 2𝑥+ 1 mod [𝑥2 − 𝑦, 𝑦2 − 𝑥, 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦].

𝑥4 + 𝑥+ 1 /∈ 𝐼 = (𝑥2 − 𝑦, 𝑦2 − 𝑥, 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦).

2)

𝐼 = (𝑥𝑧, 𝑥𝑦 − 𝑧, 𝑦𝑧 − 𝑥, 𝑥2, 𝑧2).

𝑥3 + 𝑥+ 1 ≡ 𝑥+ 1 mod [𝑥𝑧, 𝑥𝑦 − 𝑧, 𝑦𝑧 − 𝑥, 𝑥2, 𝑧2].
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3)

𝑆(𝑦 − 𝑥2, 𝑧 − 𝑥3) = −𝑧𝑥2 + 𝑦𝑥3 ≡ 0 mod [𝑦 − 𝑥2, 𝑧 − 𝑥3].

4)

𝑆(𝑦 − 𝑥2, 𝑧 − 𝑥3) = 𝑥𝑦 − 𝑧 ̸= 0 mod [𝑦 − 𝑥2, 𝑧 − 𝑥3].

Cayley-Hamilton Theorem & Nakayama Lemma.

𝑀是有限生成𝑅-模，𝜙 ∈ End(𝑀). 若𝜙是满射，则𝜙是同构.

Proof. 令𝑃 := 𝑅[𝑥]，则𝜇 : 𝑃 −→ End(𝑀)

𝑥 ↦−→ 𝜙

是环同态. 于是，𝑀在数乘

𝑓(𝑥)𝑚 = 𝑓(𝜙)(𝑚)

下是𝑃 -模. 令𝐼 = (𝑥). 由于𝜙是满射，故𝐼𝑀 = 𝑀 . 由Nakayama引理，存在𝑟 ∈ 𝐼使得

(1 + 𝑟)𝑀 = 0.

显然，𝑟 ∈ 𝐼可以表示为

𝑟 = 𝑥𝑔(𝑥).

因此

id𝑀 + 𝜙𝑔(𝜙) = 0.

令𝜓 := −𝑔(𝜙)，则

𝜙𝜓 = id𝑀 , 𝜓𝜙 = id𝑀 .

于是，𝜙是同构.

Remark. (Cayley-Hamilton). 设𝐴 := (𝑎𝑖𝑗) ∈𝑀𝑛(𝑅)，𝐴的特征多项式为

𝑝𝐴(𝑥) := det(𝑥𝐸 −𝐴) = 𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥
𝑚−1 + · · · + 𝑎𝑛.

设𝑎𝑖𝑗生成的理想为𝐼，则𝑎𝑘 ∈ 𝐼𝑘，𝑘 = 1, · · · , 𝑛，并且𝑝𝐴(𝐴) = 0.

(Determinant Trick). 𝑀是由𝑚1, · · · ,𝑚𝑛生成的𝑅-模，𝜙 ∈ End(𝑀). 记

𝜙(𝑚𝑖) =:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑚𝑗

的矩阵为𝐴 := (𝑎𝑖𝑗)，则𝑝𝐴(𝜙) = 0.

(Nakayama Lemma). 𝑀是有限生成𝑅-模，𝐼是𝑅的理想. 𝐼𝑀 = 𝑀当且仅当存在𝑟 ∈ 𝐼使得(1 + 𝑟)𝑀 = 0.

若𝐼是𝑅的Jacobson根，则1 + 𝑟可逆，故𝑀 = 0.

1) 显然，Cayley-Hamilton定理与Determinant Trick等价.

2) Nakayama引理导出了本题结论，这说明有限生成模的自同态与线性空间的自同态有着相似的性质.

即：满同态一定也是单同态. 在线性空间中，这一性质是由维数公式导出的. 即

dim𝑉 = dim ker𝜙+ dim im𝜙.

𝑅是局部环，𝑀是有限生成𝑅-模，则𝑀投射当且仅当𝑀自由.
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Proof. 有限生成自由𝑅-模显然是有限生成投射𝑅-模.

1) 设m是局部环𝑅的唯一极大理想. 若𝑟 ∈ 𝑅且𝑟 /∈ m，则𝑟是单位.

若(𝑟) ̸= 𝑅，则(𝑟)是真理想，从而有极大理想包含(𝑟). 但局部环𝑅的极大理想只有m，故𝑟 ∈ m. 这就产生

了矛盾. 因此，(𝑟) = 𝑅. 从而，𝑟 ∈ 𝑅是单位.

2) 𝑀是由𝑚1, · · · ,𝑚𝑛生成的𝑅-模且𝑚1, · · · ,𝑚𝑛的任意真子集都不是生成元，𝐹是以𝑥1, · · · , 𝑥𝑛为基的自
由𝑅-模. 那么，满同态𝜙 : 𝐹 −→𝑀

𝑥𝑖 ↦−→ 𝑚𝑖, ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

满足ker𝜙 ⊆ m𝐹.

考虑正合列

0 −→ ker𝜙
𝑖−→ 𝐹

𝜙−→𝑀 −→ 0.

若ker𝜙不在m𝐹中，则存在𝑦 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑟𝑖𝑥𝑖 ∈ ker𝜙−m𝐹 . 于是，某个𝑟𝑖 /∈ m. 不妨设为𝑟1 /∈ m. 由(1)知，𝑟1是单

位. 故

0 = 𝜙
(︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑥𝑖

)︁
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑚𝑖 =⇒ 𝑚1 = −𝑟−1
1

𝑛∑︁
𝑗=2

𝑟𝑗𝑥𝑗 .

这与生成元𝑚1, · · · ,𝑚𝑛的极小性矛盾.

3) 𝑀是有限生成投射𝑅-模，则(2)中的正合列分裂且

𝐹 = 𝑀 ′ ⊕ ker𝜙 ∼= 𝑀 ⊕ ker𝜙.

其中，𝑀 ′ ∼= 𝑀是𝐹的子模. 于是，由m ker𝜙 ⊆ ker𝜙 ⊆ m𝐹知

m𝐹 = m ker𝜙⊕m𝑀 ′ =⇒ ker𝜙 = m ker𝜙⊕ (ker𝜙 ∩m𝑀 ′).

但ker𝜙∩m𝑀 ′ ⊆ ker𝜙∩𝑀 ′ = 0.故ker𝜙 = m ker𝜙. 显然，ker𝜙是有限生成𝑅-模且m是局部环𝑅的Jacobson根.

由Nakayama引理，ker𝜙 = 0. 故𝑀 ∼= 𝐹是自由𝑅-模.

Remark. 若环𝑅-上的任意可数生成投射模都自由，则任意投射𝑅-模都自由. Kaplansky证明了：局部

环𝑅上的可数生成投射模都自由. Projective Modules. Annals Math. 1958. 372-377. 于是，命题中的有限

生成条件可以去掉.

𝑀是有限表现𝑅-模，则𝑀平坦当且仅当𝑀投射.

Proof. 证明需要用到特征模.

Remark. 若𝑅是Noether环，则有限生成𝑅-模与有限表现𝑅-模等价.

Artin环的素理想都是极大理想，且只有有限多个极大理想.

Proof. 1) Artin整环必为域.

∀0 ̸= 𝑥 ∈ 𝑅，考虑理想降链

(𝑥) ⊇ (𝑥2) ⊇ · · · ⊇ (𝑥𝑛) ⊇ · · · .

由于𝑅是Aritin环，存在𝑁 ∈ N使得(𝑥𝑁 ) = (𝑥𝑁+1). 于是，存在𝑟 ∈ 𝑅使得

𝑟𝑥𝑁+1 = 𝑥𝑁 .
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由于𝑅是整环且𝑥 ̸= 0，故𝑟𝑥 = 1. 从而，𝑅中的非零元素都是单位. 于是，𝑅是域.

2) 对于𝑅中的素理想p，𝑅/p是Artin整环. 于是，𝑅/p是域. 从而，p是极大理想.

3) 考虑集合

Σ :=
{︀
m1 ∩ · · · ∩m𝑟 : 𝑟 ≥ 1,m𝑖 ∈ Max(𝑅)

}︀
.

由于𝑅是Artin环且Σ非空，存在极小元m1 ∩ · · · ∩m𝑛 ∈ Max(𝑅). 于是

m1 ∩ · · · ∩m𝑛 = m ∩ (m1 ∩ · · · ∩m𝑛) ⊆ m, ∀m ∈ Max(𝑅).

由素理想的性质知，m𝑖 ⊆ m对某个1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛成立. 由于它们都是极大理想，故m = m𝑖. 因此，Artin环的极

大理想只有有限个.

𝑆是环𝑅的乘法集，𝑀,𝑁是𝑅-模. 那么，存在典范同态

𝜎 : 𝑆−1Hom𝑅(𝑀,𝑁) −→ Hom𝑆−1𝑅(𝑆−1𝑀,𝑆−1𝑁).

若𝑀有限生成，则𝜎是单射. 若𝑀有限表现，则𝜎是同构.

Proof. 1) 𝑅与𝑅′是环，𝑀是𝑅-模，𝑁是(𝑅,𝑅′)-双模，𝑃是𝑅′-模. 那么，存在典范同态

𝜃 : Hom𝑅(𝑀,𝑁) ⊗𝑅′ 𝑃 −→ Hom𝑅(𝑀,𝑁 ⊗𝑅′ 𝑃 ).

若𝑃平坦，𝑀有限生成，则𝜃是单射. 若𝑃平坦，𝑀有限表现，则𝜃是同构.

2) 设𝑅是环，𝑅′是𝑅-代数，𝑀,𝑁是𝑅-模. 那么，存在典范同态

𝜙 : Hom𝑅(𝑀,𝑁) ⊗𝑅 𝑅′ −→ Hom𝑅′(𝑀 ⊗𝑅 𝑅′, 𝑁 ⊗𝑅 𝑅′).

若𝑃平坦，𝑀有限生成，则𝜃是单射. 若𝑃平坦，𝑀有限表现，则𝜃是同构.

在(1)中令𝑅′ := 𝑅，𝑃 := 𝑅′. 由习题1.32的Remark.(3)知

Hom𝑅′(𝑀 ⊗𝑅 𝑅′, 𝑁 ⊗𝑅 𝑅′) ∼= Hom𝑅(𝑀,𝑁 ⊗𝑅 𝑅′).

3) 在(2)中令𝑅′ = 𝑆−1𝑅，则𝑅′是平坦𝑅-模且𝑆−1𝑅⊗𝑅 𝑃 ∼= 𝑆−1𝑃 .

𝑆是环𝑅的乘法集，那么

1) 𝑀是自由𝑅-模则𝑆−1𝑀是自由𝑆−1𝑅-模.

2) 𝑀是投射𝑅-模则𝑆−1𝑀是投射𝑆−1𝑅-模.

3) 𝑀是平坦𝑅-模则𝑆−1𝑀是平坦𝑆−1𝑅-模.

4) 𝑅为Noether-环且𝑀是内射𝑅-模则𝑆−1𝑀是内射𝑆−1𝑅-模.

5) 𝑀是有限生成𝑅-模则𝑆−1𝑀是有限生成𝑆−1𝑅-模.

Proof. 1) 加性函子𝑆−1(∙) : ℛ-mod−→ 𝑆−1ℛ-mod.

𝑆是环𝑅的乘法集，𝛼 : 𝑀 −→ 𝑁是𝑅-模同态. 那么，𝜙𝑆𝛼(𝑀) = 𝑆−1𝑁 . 由局部化的泛性质，存在𝑆−1𝑅-

模同态𝑆−1𝛼 : 𝑆−1𝑀 −→ 𝑆−1𝑁
𝑚

𝑠
↦−→ 𝛼(𝑚)

𝑠
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使得下图交换

𝑀

𝛼

��

𝜙𝑆 // 𝑆−1𝑀

𝑆−1𝛼
��

𝑁
𝜙𝑆

// 𝑆−1𝑁

于是，我们得到函子𝑆−1(∙)诱导的𝑅-模同态

𝑆−1 : Hom𝑅(𝑀,𝑁) −→ Hom𝑆−1𝑅(𝑆−1𝑀,𝑆−1𝑁).

并且由局部化的泛性质知

𝑆−1(𝛽𝛼) = (𝑆−1𝛽)(𝑆−1𝛼), ∀𝛽 ∈ Hom𝑅(𝑁,𝑃 ).

显然，𝑆−𝑅-模都是𝑅-模. 将𝑆−1𝑅模的数乘限制在𝑅上的映射也是一个加性函子. 由于𝑁是𝑆−1𝑅-模当且

仅当𝑁 = 𝑆−1𝑁 . 此时，𝜙𝑆 = id𝑁 . 因此，(1) 中的同态变为

Hom𝑅(𝑀,𝑆−1𝑁) −→ Hom𝑆−1𝑅(𝑆−1𝑀,𝑁).

其逆映射为

(𝑆−1𝛼 : 𝑆−1𝑀 −→ 𝑆−1𝑁 = 𝑁) ↦−→ (𝑆−1𝛼 = 𝜙𝑆𝛼 = 𝛼 : 𝑀 −→ 𝑁 = 𝑆−1𝑁).

因此，函子𝑆−(∙)是数乘限制函子的左伴随函子. 因此，函子𝑆−(∙)保持正向极限，直和与cokernel.

2) 若𝑀 ∼=
⨁︀
𝜆∈Λ

𝑅𝜆，则

𝑆−1𝑀 ∼= 𝑆−1
(︁⨁︁
𝜆∈Λ

𝑅𝜆

)︁
∼=
⨁︁
𝜆∈Λ

𝑆−1𝑅𝜆

是自由𝑆−1𝑅-模.

若𝑀是投射𝑅-模，则存在𝑅-模𝐾使得𝑀 ⊕𝐾是自由𝑅-模. 于是

𝑆−1(𝑀 ⊕𝐾) ∼= 𝑆−1𝑀 ⊕ 𝑆−1𝐾

是自由𝑆−1𝑅-模. 故𝑆−1𝑀是投射𝑆−1𝑅-模.

对于𝑆−1𝑅-模正合列

0 −→ 𝐴 −→ 𝐵 −→ 𝐶 −→ 0.

将数乘限制在𝑅上得到𝑅-模正合列

0 −→ 𝐴 −→ 𝐵 −→ 𝐶 −→ 0.

由于𝑀是平坦𝑅-模，故

0 −→𝑀 ⊗𝑅 𝐴 −→𝑀 ⊗𝑅 𝐵 −→𝑀 ⊗𝑅 𝐶 −→ 0

正合. 由于𝑆−1𝑅(∙)是正合函子且

𝑆−1(𝑀 ⊗𝑅 𝐴) ∼= 𝑆−1𝑀 ⊗𝑆−1𝑅 𝑆
−1𝐴 ∼= 𝑆−1𝑀 ⊗𝑆−1𝑅 𝐴.

故

0 −→ 𝑆−1𝑀 ⊗𝑆−1𝑅 𝐴 −→ 𝑆−1𝑀 ⊗𝑆−1𝑅 𝐵 −→ 𝑆−1𝑀 ⊗𝑆−1𝑅 𝐶 −→ 0

正合. 于是，𝑆−1𝑀是平坦𝑆−1𝑅-模.
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3) 由Baer判别法，只需证明，对任意𝑆−1𝑅的理想𝐼以及𝑓 : 𝐼 −→ 𝑆−1𝑀，𝑓都可以延拓为

̃︀𝜙 : 𝑆−1𝑅 −→ 𝑆−1𝑀.

即：嵌入映射𝑖 : 𝐼 −→ 𝑆−1𝑅诱导的

𝑖* : Hom𝑆−1𝑅(𝑆−1𝑅,𝑆−1𝑀) −→ Hom𝑆−1𝑅(𝐼, 𝑆−1𝑀)

是满射. 由于𝑅是Noether环，故𝑆−1𝑅是Noether环. 不妨设𝐼的一组生成元为

𝑟1
𝑠1
, · · · , 𝑟𝑛

𝑠𝑛
.

那么，𝐽 = (𝑟1, · · · , 𝑟𝑛)作为𝑅中的理想满足

𝐼 = 𝑆−1𝐽.

并且，嵌入映射𝑖限制在𝐽上也是𝐽到𝑅的嵌入. 于是，对于有限表现𝑅- 模𝐽,𝑅，存在典范同构𝜎使得下图交换

Hom𝑅(𝑅,𝑀)

𝑆−1

��

𝑖* // Hom𝑅(𝐽,𝑀)

𝑆−1

��
𝑆−1Hom𝑅(𝑅,𝑀)

𝜎

��

𝑆−1𝑖* // 𝑆−1Hom𝑅(𝐽,𝑀)

𝜎

��
Hom𝑆−1𝑅(𝑆−1𝑅,𝑆−1𝑀)

𝑆−1𝑖* // Hom𝑆−1𝑅(𝑆−1𝐽, 𝑆−1𝑀)

由于𝑀是内射模，由Baer判别法知，𝑖*是满射. 由函子𝑆−1(∙) 的正合性以及𝜎是同构知，𝑆−1𝑖*是满射. 因

此，由Baer判别法知，𝑆−1𝑀是内射𝑆−1𝑅-模.

4) 若𝑀是有限生成𝑅-模，其生成元为𝑚1, · · · ,𝑚𝑛. 那么

𝑚1

1
, · · · , 𝑚𝑛

1

是𝑆−1𝑀作为𝑆−1𝑅-模的一组生成元.

1) 若对𝑅中任意的素(极大)理想p，𝑀p是平坦𝑆−1𝑅模，则𝑀是平坦𝑅-模.

2) 𝑅是Noether环，𝑀是有限生成𝑅-模. 若对𝑅中任意的素(极大)理想p，𝑀p是投射𝑆−1𝑅模，则𝑀是

投射𝑅- 模.

3) 𝑅是Noether环. 若对𝑅中任意的素(极大)理想p，𝑀p是内射𝑆−1𝑅模，则𝑀是内射𝑅- 模.

4) 𝑅是整环. 若对𝑅中任意的素(极大)理想p，𝑀p是无扭𝑆−1𝑅模，则𝑀是无扭𝑅-模.

Proof. 1) 对于𝑅-模正合列

0 −→ 𝐴 −→ 𝐵 −→ 𝐶 −→ 0.

由函子𝑆−1(∙)的正合性，我们得到𝑆−1𝑅-模正合列

0 −→ 𝐴p −→ 𝐵p −→ 𝐶p −→ 0.

令𝐾 := ker(𝑀 ⊗𝑅 𝐴→𝑀 ⊗𝑅 𝐵)，则

0 −→ 𝐾 −→𝑀 ⊗𝑅 𝐴 −→𝑀 ⊗𝑅 𝐵 −→𝑀 ⊗𝑅 𝐶 −→ 0
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是𝑅-模正合列. 由函子𝑆−1(∙)的正合性，我们得到𝑆−1𝑅-模正合序列

0 −→ 𝐾p −→𝑀p ⊗𝑆−1𝑅 𝐴p −→𝑀p ⊗𝑆−1𝑅 𝐵p −→𝑀p ⊗𝑆−1𝑅 𝐶p −→ 0.

但𝑀p是平坦𝑆
−1𝑅-模，故𝐾p = 0. 于是，𝐾 = 0. 从而，𝑀是平坦𝑅-模.

2) 对于𝑅-模正合列

0 −→ 𝐴 −→ 𝐵 −→ 𝐶 −→ 0.

由函子𝑆−1(∙)的正合性，我们得到𝑆−1𝑅-模正合列

0 −→ 𝐴p −→ 𝐵p −→ 𝐶p −→ 0.

令𝐶 := coker
(︀
Hom𝑅(𝑀,𝐵) → Hom𝑅(𝑀,𝐶)

)︀
，则

0 −→ Hom𝑅(𝑀,𝐴) −→ Hom𝑅(𝑀,𝐵) −→ Hom𝑅(𝑀,𝐶) −→ 𝐶 −→ 0

是𝑅-模正合列. 由于𝑀有限表现且𝑆−1(∙)是正合函子，我们得到𝑆−1𝑅-模正合列

0 −→ Hom𝑆−1𝑅(𝑀p, 𝐴p) −→ Hom𝑆−1𝑅(𝑀p, 𝐵p) −→ Hom𝑆−1𝑅(𝑀p, 𝐶p) −→ 𝐶p −→ 0.

由于𝑀p是投射𝑆
−1𝑅模，故𝐶p = 0. 因此，𝐶 = 0. 故𝑀是投射𝑅-模.

3) 由Baer判别法，只需证明：嵌入映射𝑖 : 𝐼 −→ 𝑅诱导的同态

𝑖* : Hom𝑅(𝑅,𝑀) −→ Hom𝑅(𝐼,𝑀)

是满射. 设𝐶 := coker𝑖*，则有𝑅-模正合列

Hom𝑅(𝑅,𝑀) −→ Hom𝑅(𝐼,𝑀) −→ 𝐶 −→ 0.

由于𝑅是Noether环，𝐼,𝑅是有限表现𝑅-模. 由函子𝑆−1(∙)的正合性，我们得到𝑆−1𝑅-模正合列

Hom𝑆−1𝑅(𝑆−1𝑅,𝑀p) −→ Hom𝑆−1𝑅(𝑆−1𝐼,𝑀p) −→ 𝐶p −→ 0.

由于𝑀p是内射𝑆
−1𝑅-模，由Baer判别法知，𝐶p = 0. 于是，𝐶 = 0. 从而，𝑀是内射𝑅-模.

4) (𝑀p)tor = (𝑀tor)p.

∀𝑚
𝑠

∈ (𝑀p)tor，存在
𝑟′

𝑠′
∈ 𝑆−1𝑅使得

𝑟′

𝑠′
𝑚

𝑠
=

0

1
.

于是，存在𝑠′′ ∈ 𝑆使得

𝑠′′𝑟′𝑚 = 0.

故𝑚 ∈𝑀tor. 于是，
𝑚

𝑠
∈ (𝑀tor)p.

∀𝑚
𝑠

∈ (𝑀tor)p，𝑚 ∈𝑀tor. 存在𝑟
′ ∈ 𝑅使得𝑟′𝑚 = 0. 于是

𝑟′

𝑠′
𝑚

𝑠
=

0

1
.

故
𝑚

𝑠
∈ (𝑀p)tor.

5) 若𝑅是整环，则𝑀tor是𝑀 的子模. 对于𝑅- 模正合列

0 −→𝑀tor −→𝑀 −→𝑀/𝑀tor −→ 0.
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由函子𝑆−1(∙)的正合性，我们得到𝑆−1𝑅-模正合列

0 −→ (𝑀p)tor −→𝑀p −→𝑀p/(𝑀p)tor −→ 0.

由于𝑀p是无扭𝑆
−1𝑅-模，故

(𝑀p)tor = (𝑀tor)p = 0.

于是，𝑀tor = 0. 故𝑀是无扭𝑅-模.

𝑆为𝑅乘法集，𝐼为𝑅中与𝑆不相交的理想构成的集合中的极大元，则𝐼 为素理想.

Proof. 若𝐼不是素理想，则存在𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅，𝑎, 𝑏 /∈ 𝐼但𝑎𝑏 ∈ 𝐼. 于是

𝐼 $ 𝐼 + (𝑎), 𝐼 $ 𝐼 + (𝑏).

由𝐼的极大性知 (︀
𝐼 + (𝑎)

)︀
∩ 𝑆 ̸= ∅,

(︀
𝐼 + (𝑏)

)︀
∩ 𝑆 ̸= ∅.

于是，存在𝑟, 𝑟′ ∈ 𝑅，𝑖, 𝑖′ ∈ 𝐼使得

𝑠 := 𝑖+ 𝑟𝑎 ∈ 𝑆, 𝑠′ := 𝑖′ + 𝑟′𝑏 ∈ 𝑆.

此时

𝑠𝑠′ = 𝑖𝑖′ + 𝑖𝑟′𝑏+ 𝑟𝑎𝑖′ + 𝑟𝑟′𝑎𝑏 ∈ 𝑆 ∩ 𝐼.

这与𝑆 ∩ 𝐼 = ∅矛盾.

𝑅是非零环，Σ是𝑅的一切不含0的乘法集的集合. 由Zorn引理，Σ有极大元𝑆. 那么，𝑆是Σ的极大元

当且仅当𝑅− 𝑆是极小素理想.

Proof. 1) 显然，{1} ∈ Σ. 故Σ非空. 在包含关系下，Σ构成一个非空偏序集. 设{𝑆𝜆}𝜆∈Λ是Σ中的一条链，则

0 /∈ 𝑆 :=
⋃︁
𝜆∈Λ

𝑆𝜆.

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆，存在某个𝑆𝜆使得𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝜆. 由于𝑆𝜆 ∈ Σ是乘法集，故𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝜆 ⊆ 𝑆. 于是，𝑆 ∈ Σ也是乘法集. 显

然，𝑆是链{𝑆𝜆}𝜆∈Λ的上界. 于是，由Zorn引理，Σ含有极大元𝑆.

2) 若𝑆是不包含0的极大乘法集，𝑎 /∈ 𝑆当且仅当存在𝑠 ∈ 𝑆以及𝑛 ∈ N使得𝑠𝑎𝑛 = 0. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 − 𝑆，存

在𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆以及𝑚,𝑛 ∈ N 使得𝑠𝑎𝑛 = 0 = 𝑠′𝑏𝑚. 故𝑠𝑠′(𝑎− 𝑏)𝑚+𝑛 = 0. 从而，𝑎− 𝑏 ∈ 𝑅− 𝑆. 故𝑅− 𝑆关于加法

构成一个群. ∀𝑐 ∈ 𝑅，显然有𝑠(𝑐𝑎)𝑛 = 𝑐𝑛(𝑠𝑎𝑛) = 0. 于是，𝑐𝑎 ∈ 𝑅 − 𝑆. 从而，𝐼 := 𝑅 − 𝑆是𝑅的一个理想.

由于𝑆是乘法集，故

𝑥𝑦 ∈ 𝑆, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 = 𝑅− 𝐼.

于是，𝐼是𝑅的素理想. 若𝐼不是极小的，则存在素理想𝐼 ′ $ 𝐼 且𝑆 = 𝑅− 𝐼 $ 𝑅− 𝐼 ′ := 𝑆′ ∈ Σ是不包含0的乘

法集. 这与𝑆是不包含0的极大乘法集矛盾.

反过来，若𝐼是极小素理想，则𝑆 := 𝑅 − 𝐼是不包含0的乘法集. 若𝑆不极大，则存在极大的不包含0的乘

法集𝑆′使得𝑆 $ 𝑆′. 此时，𝐼 ′ = 𝑅− 𝑆′ 是素理想且𝐼 ′ $ 𝐼. 这与𝐼是极小素理想矛盾.
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Remark. p为环𝑅的极小素理想当且仅当对任意的𝑎 ∈ p存在𝑟 /∈ p以及𝑛 ∈ N使得𝑟𝑎𝑛 = 0.

𝑅中全体零因子组成的集合𝐷是一些与𝑆 := 𝑅−𝐷不相交的素理想的并，故𝑆 是一个乘法集.

Proof. 显然，1 ∈ 𝑆，故𝑆 ̸= ∅. 由于𝐷是全体零因子组成的集合，故

𝑥𝑦 ∈ 𝑆 ⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝑆, 𝑦 ∈ 𝑆.

∀𝑎 ∈ 𝐷，∀𝑟 ∈ 𝑅，由于𝑎 /∈ 𝑆，故𝑟𝑎 /∈ 𝑆. 因此，(𝑎) ∩ 𝑆 = ∅. 令Σ𝑎为所有与𝑆不相交且包含𝑎 的理想所

构成的集合，则Σ𝑎在包含关系下构成一个非空偏序集. 设{𝐼𝜆}𝜆∈Λ是Σ𝑎中的一条链，则𝑎 ∈ 𝐼 :=
⋃︀
𝜆∈Λ

𝐼𝜆 ∈ Σ𝑎

是与𝑆不相交的理想，从而是Σ𝑎的一个上界. 由Zorn引理，Σ𝑎有极大元𝐼𝑎. 易知，𝐼𝑎是𝑅的素理想. 故𝐷中

的任意一个元素都包含在某个与𝑆不相交的素理想中. 于是，𝐷含在这些素理想的并中. 但是，这些素理想

与𝑆都不相交，故它们的并也与𝑆不相交，从而含在𝐷中. 故𝐷是这些素理想的并.

Remark. 若环𝑅的乘法集𝑆满足

𝑥𝑦 ∈ 𝑆 ⇐⇒ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆,

则称𝑆是饱和的.

1) 𝑆是饱和的当且仅当𝑅− 𝑆是一些与𝑆不相交的素理想的并.

2) 对于𝑅的乘法集𝑆，存在包含𝑆的最小饱和乘法集𝑆，称为𝑆的饱和化. 显然，𝑆是所有与𝑆不相交的素

理想的并集的补集.

3) 若𝑆 = 1 + 𝐼，则与𝑆相交的素理想p满足：存在𝑥 ∈ p以及𝑟 ∈ 𝐼使得𝑥 = 1 + 𝑟. 故p + 𝐼 = 𝑅. 即：p

与𝐼互素. 于是，𝑅− 𝑆是所有与𝐼不互素的素理想的并. 由于p + 𝐼 ̸= 𝑅，存在极大理想m包含p + 𝐼. 又因为包

含𝐼的极大理想都是与𝐼不互素的素理想. 因此，所有与𝐼不互素的素理想的并就是所有包含𝐼的极大理想的并.

故

𝑆 = 𝑅−
⋃︁{︀

m ∈ Max(𝑅) : 𝐼 ⊆ m
}︀
.
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Chapter 3. Representation Theory.

𝐹是域，𝐺是有限群，𝐴是有限维含幺𝐹 -代数，所有的模都是有限生成模.

习习习题题题 3.1.

设𝐴是𝑛维𝐹 -代数. 证明：𝐴可以嵌入矩阵代数𝑀𝑛(𝐹 )成为其子代数.

Proof. 由于𝐴是𝑛维𝐹 -代数，作为𝐹 -模，𝐴是𝑛维𝐹 -线性空间. 因此，存在一组基𝑎1, · · · , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴使得

𝐴 ∼=
𝑛⨁︁
𝑖=1

𝐹𝑎𝑖.

由于𝑎𝑖𝑎𝑗 ∈ 𝐴，从而是𝑎1, · · · , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴的𝐹 -线性组合. 于是，存在𝑀𝑖 ∈𝑀𝑛(𝐹 )使得

𝑎𝑖(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛) = (𝑎1, · · · , 𝑎𝑛)𝑀𝑖.

令𝜙 : 𝐴 −→𝑀𝑛(𝐹 )
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑎𝑖 ↦−→
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑀𝑖, 𝑓𝑖 ∈ 𝐹.

那么，𝜙是满足要求的嵌入.

若
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑓𝑖𝑀𝑖 = 0，则

𝑎𝑗

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑎𝑖 = 0, ∀𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛.

故𝐴
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑓𝑖𝑎𝑖 = 0. 从而，
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑓𝑖𝑎𝑖 = 0. 于是，𝜙是单射.

显然，𝜙是𝐹 -线性映射. 由于𝑎1, · · · , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴是𝐴的一组基，容易看出，𝑀𝑖还是线性无关的. 因此

im𝜙 = span(𝑀1, · · · ,𝑀𝑛).

为验证𝜙保持乘法，由分配律知，只需验证𝑀 := 𝜙(𝑎𝑖𝑎𝑗) = 𝜙(𝑎𝑖)𝜙(𝑎𝑗) = 𝑀𝑖𝑀𝑗 . 即

𝑎𝑖𝑎𝑗(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛) = 𝑎𝑖(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛)𝑀𝑗 = (𝑎1, · · · , 𝑎𝑛)𝑀𝑖𝑀𝑗 .

由𝜙的定义知，这是显然的.

Remark. C是二维R-代数. 𝜙 : C −→𝑀2(R)

𝑎+ 𝑏i ↦−→ 𝑎

(︃
1 0

0 1

)︃
+ 𝑏

(︃
0 −1

1 0

)︃
=

(︃
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

)︃
, ∀𝑎, 𝑏 ∈ R

是满足要求的嵌入. 这种嵌入并不唯一. 显然

𝑎+ 𝑏i ↦−→ 𝑎

(︃
1 0

0 1

)︃
+ 𝑏

(︃
0 1

−1 0

)︃
=

(︃
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎

)︃
, ∀𝑎, 𝑏 ∈ R

也是满足要求的嵌入，它是第一种嵌入的共轭.
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类似地，可以研究Hamilton四元数在𝑀4(R)或𝑀2(C)中的嵌入.

𝑎+ 𝑏i + 𝑐j + 𝑑k ↦−→

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎 −𝑏 𝑑 −𝑐
𝑏 𝑎 −𝑐 −𝑑
−𝑑 𝑐 𝑎 −𝑏
𝑐 𝑑 𝑏 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠ ↦−→

(︃
𝑎− 𝑑i −𝑏+ 𝑐i

𝑏+ 𝑐i 𝑎+ 𝑑i

)︃
, ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R.

同样，矩阵的转置是四元数的共轭.

计算

det

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎 −𝑏 𝑑 −𝑐
𝑏 𝑎 −𝑐 −𝑑
−𝑑 𝑐 𝑎 −𝑏
𝑐 𝑑 𝑏 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠ .

由于

(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2)𝐸 −→ (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2) = ℎℎ −→

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎 −𝑏 𝑑 −𝑐
𝑏 𝑎 −𝑐 −𝑑
−𝑑 𝑐 𝑎 −𝑏
𝑐 𝑑 𝑏 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝑎 −𝑏 𝑑 −𝑐
𝑏 𝑎 −𝑐 −𝑑
−𝑑 𝑐 𝑎 −𝑏
𝑐 𝑑 𝑏 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠
𝑇

.

于是，行列式的平方为(ℎℎ)4. 检验符号知，行列式为(ℎℎ)2 = (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2)2.

习习习题题题 3.2.

设𝑈, 𝑉是𝐹 [𝐺]-模，它们的𝐹 -维数均为𝑛. 取𝑈, 𝑉的基，则它们对应的表示即可视为群同态

𝜌 : 𝐺 −→ GL𝑛(𝐹 ), 𝜏 : 𝐺 −→ GL𝑛(𝐹 ).

证明：作为𝐹 [𝐺]-模𝑈 ∼= 𝑉当且仅当存在𝑀 ∈ GL𝑛(𝐹 )使得𝜏(𝑔) = 𝑀𝜌(𝑔)𝑀−1.

Proof. 由习题3.3即得此结论.

习习习题题题 3.3.

设𝐺为有限群，𝐹为域. 设(𝑉1, 𝜌1)与(𝑉2, 𝜌2)是𝐺的有限维表示. 那么，下列条件等价：

1) 𝑉1与𝑉2作为有限生成𝐹 [𝐺]-模同构.

2) 存在可逆𝐹 -线性变换𝜙 : 𝑉1 −→ 𝑉2使得𝜌2(𝑔) = 𝜙𝜌1(𝑔)𝜙−1.

3) 存在可逆𝐹 -线性变换𝜙 : 𝑉1 −→ 𝑉2使得𝑔𝜙(𝑣) = 𝜙(𝑔𝑣).

Proof. 1) =⇒ 3) 若𝜙 : 𝑉1 −→ 𝑉2是𝐹 [𝐺]-模同构，由𝐹 ⊆ 𝐹 [𝐺]知，𝜙是𝐹 -同构，从而是可逆线性变换.

由𝜙的𝐹 [𝐺]-线性知，对于𝑔 ∈ 𝐺

𝜙(𝑔𝑣) = 𝑔𝜙(𝑣), ∀𝑔 ∈ 𝐺.

3) =⇒ 2) 由于𝐺对于𝑉1, 𝑉2的群作用由𝜌1, 𝜌2决定. 故

𝜙𝜌1(𝑔)𝜙−1𝜙(𝑣) = 𝜙(𝑔𝑣) = 𝑔𝜙(𝑣) = 𝜌2(𝑔)𝜙(𝑣).

故

𝜌2(𝑔) = 𝜙𝜌1(𝑔)𝜙−1, ∀𝑔 ∈ 𝐺.
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2) =⇒ 1) 显然，𝜙 : 𝑉1 −→ 𝑉2可逆且是𝐹 [𝐺]-模同态.

𝜙(𝑔𝑣) = 𝜙𝜌1(𝑔)(𝑣) = 𝜌2(𝑔)𝜙(𝑣) = 𝑔𝜙(𝑣).

Remark. 满足以上条件之一的两个表示称为是同构的.

习习习题题题 3.4.

对于正则表示𝐹 [𝐺]，令

𝑁 :=
{︁
𝜆
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔 : 𝜆 ∈ 𝐹
}︁
, 𝐼 :=

{︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔 : 𝑛𝑔 ∈ 𝐹,
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔 = 0
}︁
.

证明：

1) 𝑁是𝐹 [𝐺]作为𝐹 [𝐺]-模的子模且𝑁 ∼= 𝐹 . 若𝐹 [𝐺]的子模𝑀同构于𝐹，则𝑀 = 𝑁 .

2) 𝐼是𝐹 [𝐺]的子模且𝐹 [𝐺]/𝐼 ∼= 𝐹 . 若𝐹 [𝐺]的子模𝑀满足𝐹 [𝐺]/𝑀 ∼= 𝐹，则𝑀 = 𝐼.

3) 若char𝐹 | |𝐺|，则𝑁 ⊆ 𝐼. 故𝐼不是𝐹 [𝐺]的直和项.

Proof. 1) ∀𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝐹 (︁
𝜆1
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔
)︁
−
(︁
𝜆1
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔
)︁

= (𝜆1 − 𝜆2)
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔 ∈ 𝑁.

于是，𝑁是一个加法Abel群.

∀
∑︀
ℎ∈𝐺

𝑛ℎℎ ∈ 𝐹 [𝐺] (︁∑︁
ℎ∈𝐺

𝑛ℎℎ
)︁(︁
𝜆
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔
)︁

=
∑︁
ℎ∈𝐺

(︁
𝑛ℎ𝜆

∑︁
𝑔∈𝐺

ℎ𝑔
)︁
∈ 𝑁.

于是，𝑁是𝐹 [𝐺]的理想，从而是𝐹 [𝐺]的𝐹 [𝐺]-子模.

令𝑓 : 𝑁 −→ 𝐹

𝜆
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔 ↦−→ 𝜆.

显然，𝑓是满射. 又因为𝐺是𝐹 [𝐺]的一组基，故

𝜆
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔 = 0 ⇐⇒ 𝜆 = 0.

于是，𝑓是双射.

∀𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝐹

𝑓

(︂(︁
𝜆1
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔
)︁

+
(︁
𝜆2
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔
)︁)︂

= 𝑓
(︁

(𝜆1 + 𝜆2)
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔
)︁

= 𝜆1 + 𝜆2 = 𝑓
(︁
𝜆1
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔
)︁

+ 𝑓
(︁
𝜆2
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔
)︁
.

∀
∑︀
ℎ∈𝐺

𝑛ℎℎ ∈ 𝐹 [𝐺]

𝑓

(︂(︁∑︁
ℎ∈𝐺

𝑛ℎℎ
)︁(︁
𝜆
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔
)︁)︂

= 𝑓
(︁∑︁
ℎ∈𝐺

𝑛ℎ𝜆
∑︁
𝑔∈𝐺

ℎ𝑔
)︁

=
∑︁
ℎ∈𝐺

𝑛ℎ𝜆 =
(︁∑︁
ℎ∈𝐺

𝑛ℎ𝑔
)︁
𝑓
(︁
𝜆
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔
)︁
.
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其中，𝐹作为𝐹 [𝐺]-模配备了平凡的群作用. 即

𝑔𝑥 ↦−→ 𝑥, ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑥 ∈ 𝐹.

于是，𝑓是𝐹 [𝐺]-模同构. 故𝑁 ∼= 𝐹 .

若作为𝐹 [𝐺]-模，𝑀 ∼= 𝐹，由𝐹 ⊆ 𝐹 [𝐺]知，作为𝐹 -线性空间，它们也同构. 于是，𝑀是以某个𝑚 ∈ 𝑀为

基的一维𝐹 -线性空间. 由于𝑚 ∈ 𝐹 [𝐺]，故

𝑀 =
{︁
𝜆𝑚 = 𝜆

∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔 : 𝜆 ∈ 𝐹
}︁
.

作为𝐹 [𝐺]-子模，𝑀还是环𝐹 [𝐺]的理想，故

𝜆
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛ℎ−1𝑔𝑔 = 𝜆
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔ℎ𝑔 = ℎ𝑚 ∈𝑀, ∀ℎ ∈ 𝐺.

由于𝐺是𝐹 [𝐺]的一组基，因此对应系数相等

𝑛𝑔 = 𝑛ℎ−1𝑔, ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐺.

此即

𝑛𝑔 = 𝑛ℎ, ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐺.

故

𝑚 = 𝑛0
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔.

于是，𝑀 = 𝑁 .

2) ∀
∑︀
𝑔∈𝐺

𝑚𝑔𝑔,
∑︀
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔 ∈ 𝐼，由于

∑︁
𝑔∈𝐺

(𝑚𝑔 − 𝑛𝑔) =
(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚𝑔

)︁
−
(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔

)︁
= 0.

故 (︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚𝑔𝑔
)︁
−
(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔
)︁

=
∑︁
𝑔∈𝐺

(𝑚𝑔 − 𝑛𝑔)𝑔 ∈ 𝐼.

于是，𝐼是一个加法Abel群.

∀
∑︀
ℎ∈𝐺

𝑚ℎℎ ∈ 𝐹 [𝐺]，∀
∑︀
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔 ∈ 𝐼，由于

∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚ℎ𝑛𝑔 = 𝑚ℎ

∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔 = 0.

故 (︁∑︁
ℎ∈𝐺

𝑚ℎℎ
)︁(︁∑︁

𝑔∈𝐺
𝑛𝑔𝑔
)︁

=
∑︁
ℎ∈𝐺

(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚ℎ𝑛𝑔ℎ𝑔
)︁
∈ 𝐼.

于是，𝐼是𝐹 [𝐺]的理想，从而是𝐹 [𝐺]的𝐹 [𝐺]-子模.

令𝜙 : 𝐹 [𝐺] −→ 𝐹 ∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔 ↦−→
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔.

显然，𝜙是满射.
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∀
∑︀
𝑔∈𝐺

𝑚𝑔𝑔,
∑︀
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔 ∈ 𝐹 [𝐺]

𝜙
(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚𝑔𝑔 +
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔
)︁

= 𝜙
(︁∑︁
𝑔∈𝐺

(𝑚𝑔 + 𝑛𝑔)𝑔
)︁

=
∑︁
𝑔∈𝐺

(𝑚𝑔 + 𝑛𝑔) =
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚𝑔 +
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔

= 𝜙
(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚𝑔𝑔
)︁

+ 𝜙
(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔
)︁
.

𝜙

(︂(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚𝑔𝑔
)︁(︁∑︁

𝑔∈𝐺
𝑛𝑔𝑔
)︁)︂

= 𝜙
(︁∑︁
ℎ∈𝐺

∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚ℎ𝑛𝑔ℎ𝑔
)︁

=
∑︁
ℎ∈𝐺

𝜙
(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚ℎ𝑛𝑔ℎ𝑔
)︁

=
∑︁
ℎ∈𝐺

∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚ℎ𝑛𝑔 =
(︁∑︁
ℎ∈𝐺

𝑚ℎ

)︁(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔

)︁
=
(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑚𝑔𝑔
)︁
𝜙
(︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔
)︁
.

其中，𝐹作为𝐹 [𝐺]-模配备了平凡的群作用. 即

𝑔𝑥 ↦−→ 𝑥, ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑥 ∈ 𝐹.

于是，𝜙是𝐹 [𝐺]-模满同态. 显然，ker𝜙 = 𝐼. 作为𝐹 [𝐺]- 模，𝐹 [𝐺]/𝐼 ∼= 𝐹 .

若作为𝐹 [𝐺]-模，𝐹 [𝐺]/𝑀 ∼= 𝐹，由𝐹 ⊆ 𝐹 [𝐺]知，作为𝐹 -线性空间，它们也同构. 故dim𝐹 𝑀 = |𝐺| − 1.

于是，𝐹 [𝐺]的子空间𝑀是|𝐺| − 1 维𝐹 -线性空间，从而是一个超平面. 故

𝑀 =
{︁∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔 : 𝑛𝑔 ∈ 𝐹, (𝑛1, · · · , 𝑛|𝐺|)⊥−→𝑛
}︁
.

由于𝑀是𝐹 [𝐺]的理想，故 ∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛ℎ−1𝑔𝑔 =
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔ℎ𝑔 = ℎ
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔𝑔 ∈𝑀, ∀ℎ ∈ 𝐺.

于是，法向量𝑛的各个分量必须都相同. 故 ∑︁
𝑔∈𝐺

𝑛𝑔 = 0.

于是，𝑀 = 𝐼.

3) 由于char𝐹 | |𝐺|，故
𝜙|𝑁 : 𝜆

∑︁
𝑔∈𝐺

𝑔 ↦−→ 𝜆|𝐺| = 0.

因此，𝑁 ⊆ 𝐼.

若𝐼是𝐹 [𝐺]的直和项，则存在𝐹 [𝐺]的子模𝐼 ′ ∼= 𝐹 [𝐺]/𝐼 ∼= 𝐹使得

𝐹 [𝐺] = 𝐼 ⊕ 𝐼 ′.

由(1)知，𝐼 ′ = 𝑁 . 但𝑁 ∩ 𝐼 = 𝑁 ̸= 0. 这就产生了矛盾.

Remark. 1) 𝐹视为𝐹 [𝐺]-模称为𝐺的平凡表示.

2) Maschke定理的逆命题也成立：设𝐺是一个有限群，char𝐹 | |𝐺|. 那么，𝐹 [𝐺]不是半单代数.
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习习习题题题 3.5.

设𝑛 ∈ N，𝐵是𝐴-模，𝑈是𝐵的一个𝑛维𝐹 -子空间. 若对任意𝐴-模𝑀以及𝑇 ∈ Hom𝐹 (𝑈,𝑀)均可唯一延

拓为 ̃︀𝑇 ∈ Hom𝐴(𝐵,𝑀). 证明：𝐵 ∼= 𝐴𝑛.

Proof. 设𝑎 ∈ 𝐴是单位元，令𝑎𝑖 := 𝑎，𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛 + 2. 那么，𝑉 :=
𝑛⨁︀
𝑖=1

𝐹𝑎𝑖是自由𝐴-模𝐴𝑛 =
𝑛⨁︀
𝑖=1

𝐴𝑎𝑖

的𝑛维𝐹 -线性子空间. 设𝑒1, · · · , 𝑒𝑛 ∈ 𝐵是𝑈的一组基，则𝜙 : 𝑈 −→ 𝐴𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑒𝑖 ↦−→
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑎𝑖, ∀𝑓𝑖 ∈ 𝐹

是线性变换且𝑈 ∼= im𝜙 = 𝑉. 由条件知，存在𝜙的𝐴-模同态延拓̃︀𝜙 : 𝐵 −→ 𝐴𝑛.

令𝜓 : 𝐴𝑛 −→ 𝐵
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑎𝑖 ↦−→
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑒𝑖, ∀𝑘𝑖 ∈ 𝐴.

显然，𝜓是𝐴-模同态. 故im𝜓是𝐵的子模. 由于̃︀𝜙是𝜙的延拓，̃︀𝜙|im𝜓 = 𝜓−1.

考虑嵌入映射𝑖 : 𝑈 −→ 𝐵. id : 𝐵 −→ 𝐵是它作为线性变换的𝐴-模延拓. 又因为

(𝜓 ̃︀𝜙)|im𝜓 = 𝜓(̃︀𝜙|im𝜓) = idim𝜓

且𝑈 ⊆ im𝜓. 故

(𝜓 ̃︀𝜙)|𝑈 = 𝑖.

由𝐴-模延拓的唯一性知，𝜓 ̃︀𝜙 = id𝐵 . 因此，̃︀𝜙是单射. 从而，𝐵 ∼= 𝐴𝑛.

𝑈

𝜙

��

𝑖

  
𝐵

̃︀𝜙 //
id

33𝐴𝑛
𝜓 // 𝐵

Remark. 此题目给出了有限维𝐹 -代数上的秩有限的自由模的另一刻画.

事实上，任意函数𝑓 : 𝑆 −→ 𝑇都可以唯一延拓为自由𝑅-模之间的同态𝐹 (𝑓) : 𝐹 (𝑆) −→ 𝐹 (𝑇 ). 其

中，𝐹 (𝑆), 𝐹 (𝑇 )是以𝑆, 𝑇为基的自由𝑅-模. 并且

1) 𝐹 (𝑓𝑔) = 𝐹 (𝑓)𝐹 (𝑔).

2) 𝐹 (𝑓)是单同态当且仅当𝑓是单射.

3) 𝐹 (𝑓)是满同态当且仅当𝑓是满射.

4) 𝐹 (𝑓)是同构当且仅当𝑓是双射. 其中，𝐹 (𝑓)的定义如下：

𝐹 (𝑓)(𝛼) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑓(𝑠𝑖) ∈ 𝐹 (𝑇 ), ∀𝛼 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑠𝑖 ∈ 𝐹 (𝑆).

显然，存在具有泛性质的函数𝑓𝑠 : 𝑆 −→ 𝐹 (𝑆)，𝑓𝑡 : 𝑇 −→ 𝐹 (𝑇 )使得对任意的𝑆, 𝑇到𝑅-模𝑋𝑠, 𝑋𝑡的映

射𝑔𝑠 : 𝑆 −→ 𝑋𝑠，𝑔𝑡 : 𝑇 −→ 𝑋𝑡存在唯一的𝑅-模同态ℎ𝑠 : 𝐹 (𝑆) −→ 𝑋𝑠，ℎ𝑡 : 𝐹 (𝑇 ) −→ 𝑋𝑡 满足

𝑔𝑠 = ℎ𝑠𝑓𝑠, 𝑔𝑡 = ℎ𝑡𝑓𝑡.
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习习习题题题 3.6.

设𝑇𝑛(𝐹 )是𝑛阶上三角方阵构成的𝐹代数. 试求𝑇𝑛(𝐹 )的极大幂零理想.

Proof. 设𝐼是𝑇𝑛(𝐹 )的极大幂零理想，𝐽是由对角线上全为零的上三角方阵构成的集合. 显然，𝐽是𝑇𝑛(𝐹 )的理

想.

∀𝑀 ∈ 𝐼，存在𝑛 ∈ N使得𝑀𝑛 = 0. 故𝑥𝑛是𝑀的化零多项式，从而𝑀的特征值只有零. 因此，𝑀 ∈ 𝐽. 于

是，𝐼 ⊆ 𝐽.

∀𝑀1,𝑀2 ∈ 𝐽，由线性代数的知识

rank(𝑀1𝑀2) ≤ max{rank(𝑀1), rank(𝑀2)} − 1.

由此可知，𝐽𝑛 = 0. 故𝐽是幂零理想. 因此，𝐽 ⊆ 𝐼.

Remark. 𝑇𝑛(𝐹 )作为𝑇𝑛(𝐹 )-模同构于𝑉𝑛(𝐹 )的所有非零𝑇𝑛(𝐹 )-子模的直和.

习习习题题题 3.7.

设𝑈是𝐴-模，则𝑈的𝑛维列向量空间𝑈𝑛是𝑀𝑛(𝐴)-模. 证明：

1) 𝑈是单𝐴-模当且仅当𝑈𝑛是单𝑀𝑛(𝐴)-模.

2) 对任意𝐴-模𝑈和𝑉，Hom𝐴(𝑈, 𝑉 ) ∼= Hom𝑀𝑛(𝐴)(𝑈
𝑛, 𝑉 𝑛).

3) 若𝑀是𝑀𝑛(𝐴)-模，则存在𝐴-模𝑈使得𝑀 ∼= 𝑈𝑛.

Proof. 1) 𝑈𝑛的𝑀𝑛(𝐴)子模都是𝐴-子模.

若𝑈是单𝐴-模，则𝑈𝑛的𝐴-子模具有如下形式：⨁︁
𝑖∈Σ

𝑈𝑖.

其中，Σ是集合{1, · · · , 𝑛}的某个子集.

若Σ ̸= {1, · · · , 𝑛},∅，考虑𝑈𝑛的𝐴-子模，不妨设为

𝑉 := 𝑈1 ⊕ · · ·𝑈𝑛−1.

那么，在置换矩阵

𝐸1𝑛 := 𝐸 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 · · · 0 1

0 1 · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 · · · 1 0

1 0 · · · 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈𝑀𝑛(𝐴)

下

𝐸1𝑛(𝑉 ) = 𝑈2 ⊕ · · ·𝑈𝑛 ̸= 𝑉.

故𝑉不是𝑈𝑛的𝑀𝑛(𝐴)-子模. 于是，𝑈𝑛的𝑀𝑛(𝐴)-子模只有零模和它本身，从而是单𝑀𝑛(𝐴)-模.

若𝑈𝑛是单𝑀𝑛(𝐴)-模但𝑈有非平凡𝐴-子模𝑉则𝑉 𝑛是𝑈𝑛的非平凡𝑀𝑛(𝐴)-子模. 这就产生了矛盾.
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2) 若𝜙 ∈ Hom𝐴(𝑈, 𝑉 )，则

𝜙𝐸 :=

⎛⎜⎜⎝
𝜙

. . .

𝜙

⎞⎟⎟⎠ ∈ Hom𝑀𝑛(𝐴)(𝑈
𝑛, 𝑉 𝑛).

显然，Hom𝑀𝑛(𝐴)(𝑈
𝑛, 𝑉 𝑛) ⊆ Hom𝐴(𝑈𝑛, 𝑉 𝑛). 设𝜙 = (𝜙𝑖𝑗) ∈ Hom𝐴(𝑈𝑛, 𝑉 𝑛)，𝜙𝑖𝑗 ∈ Hom𝐴(𝑈, 𝑉 ).

若𝜙 = (𝜙𝑖𝑗) ∈ Hom𝑀𝑛(𝐴)(𝑈
𝑛, 𝑉 𝑛)，则

𝜙(𝑀𝑢) = 𝑀𝜙(𝑢), ∀𝑀 ∈𝑀𝑛(𝐴).

于是，𝜙 = (𝜙𝑖𝑗)与𝑀𝑛(𝐴)中的元素可交换. 故

𝜙𝑖𝑗 = 0, ∀𝑖 ̸= 𝑗.

𝜙11 = · · · = 𝜙𝑛𝑛.

此时，𝜙 = 𝜙11𝐸.

于是，𝑓 : Hom𝐴(𝑈, 𝑉 ) −→ Hom𝑀𝑛(𝐴)(𝑈
𝑛, 𝑉 𝑛)

𝜙 ↦−→ 𝜙𝐸

是环同构.

3) 记第𝑖行第𝑖列处元素为1其余位置元素为零的𝑀𝑛(𝐴)中的矩阵为𝐸𝑖𝑖. 那么，𝑀𝑖 := 𝐸𝑖𝑖𝑀可视为𝐴-模.

显然

𝑀 = 𝐸𝑀 = 𝑀

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐸𝑖𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖.

∀𝑚 ∈𝑀𝑖 ∩𝑀𝑗 = 𝐸𝑖𝑖𝑀 ∩ 𝐸𝑗𝑗𝑀，𝑖 ̸= 𝑗. 存在𝑚𝑖,𝑚𝑗 ∈𝑀使得

𝐸𝑖𝑖𝑚𝑖 = 𝑚 = 𝐸𝑗𝑗𝑚𝑗 .

因此

𝑚 = 𝐸𝑖𝑖𝑚𝑖 = (𝐸𝑖𝑖𝐸𝑖𝑖)𝑚𝑖 = 𝐸𝑖𝑖(𝐸𝑖𝑖𝑚𝑖) = 𝐸𝑖𝑖(𝐸𝑗𝑗𝑚𝑗) = (𝐸𝑖𝑖𝐸𝑗𝑗)𝑚𝑗 = 0.

故

𝑀 =

𝑛⨁︁
𝑖=1

𝑀𝑖.

显然，在置换矩阵𝐸𝑖𝑗下

𝐸𝑖𝑗𝑀𝑖 = 𝑀𝑗 .

又因为𝐸𝑖𝑗可逆，故𝑀𝑖
∼= 𝑀𝑗 . 令𝑈 := 𝑀1，则𝑈是𝐴-模且𝑈𝑛 作为𝑀𝑛(𝐴)-模同构于𝑀 .

Remark. 1) 设𝐴-模𝑀有直和分解𝑀 = 𝑀1 ⊕ · · · ⊕𝑀𝑛，则End𝐴(𝑀)的单位元id𝑀有分解

1 = 𝜋1 + · · · + 𝜋𝑛.

其中，𝜋𝑖 : 𝑀 −→𝑀𝑖是典范投射. ∀𝑓 ∈ End𝐴(𝑀)，𝑓𝑗𝑖 : 𝑀𝑖 −→𝑀𝑗

𝑥 ↦−→ 𝜋𝑗𝑓(𝑥)
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是𝐴-模同态. 设𝑚 = 𝑚1 + · · · +𝑚𝑛 ∈𝑀，𝑚𝑖 ∈𝑀𝑖. 那么

𝑓(𝑚) = 𝑓(𝑚1) + · · · + 𝑓(𝑚𝑛).

而𝑓(𝑚𝑖) ∈𝑀又可表示为

𝑓(𝑚𝑖) = 𝑚𝑖1 + · · · +𝑚𝑖𝑛 ∈𝑀, 𝑚𝑖𝑗 ∈𝑀𝑗 .

于是

𝑓(𝑚) =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑚𝑖𝑗 =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑓𝑗𝑖(𝑚𝑖).

因此，有如下矩阵表达

𝑓(𝑚) =

⎛⎜⎜⎝
𝑓11 · · · 𝑓1𝑛
...

. . .
...

𝑓𝑛1 · · · 𝑓𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

𝑚1

...

𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎠ .

此时，End𝐴(𝑀)中元素的运算和矩阵的运算是一致的.

2)

𝑀 ∼= 𝑀𝑛(𝐴) ⊗𝑀𝑛(𝐴) 𝑀 ∼= (𝐴𝑛 ⊕ · · · ⊕𝐴𝑛) ⊗𝑀𝑛(𝐴) 𝑀 ∼= (𝐴𝑛 ⊗𝑀𝑛(𝐴) 𝑀)𝑛.

3) 𝐴-模与𝑀𝑛(𝐴)-模没有本质的区别. 用范畴语言来说，𝐴-模范畴与𝑀𝑛(𝐴)-模范畴是Morita等价的.

习习习题题题 3.8.

证明：𝐴是单𝐴-模当且仅当𝐴是可除代数.

Proof. 由习题1.3知

End𝐴(𝐴) = Hom𝐴(𝐴,𝐴) ∼= 𝐴.

若𝐴是单𝐴-模，由引理3.51.(1)知，𝐴 ∼= End𝐴(𝐴)是可除代数.

若𝐴是可除代数，由定理3.46知，𝐴是单𝑀1(𝐴) ∼= 𝐴-模.

Remark. 1) 域上的有限维单代数就是有限维可除代数.

2) ⇐=) 若𝐴为可除代数，设𝑀是𝐴的非零𝐴-子模，则𝑀是𝐴的理想. 由可除性知，对于𝑚 ∈ 𝑀，存

在𝑎 ∈ 𝐴使得

1 = 𝑎𝑚 ∈ 𝑎𝑀 ⊆𝑀.

故𝑀 = 𝐴.

=⇒) 若𝐴是单𝐴-模，则

𝑎𝐴 = 𝐴, ∀0 ̸= 𝑎 ∈ 𝐴.

故𝐴是可除代数.

习习习题题题 3.9.

证明：𝑀是单𝐴-模当且仅当𝑀是单𝐴/Jac(𝐴)−模.

Proof. 不妨设𝑀 ̸= 0.

若Jac(𝐴)𝑀 ̸= 0，由𝑀是单𝐴-模知Jac(𝐴)𝑀 = 𝑀 . 由于Jac(𝐴)是𝐴的幂零理想，故

0 = [Jac(𝐴)]𝑛𝑀 = 𝑀.
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这就产生了矛盾. 于是，Jac(𝐴)𝑀 = 0. 由习题1.2知，𝑀可视为𝐴/Jac(𝐴)-模.

由于𝑀的非零𝐴-子模𝑆满足Jac(𝐴)𝑆 ⊆ Jac(𝐴)𝑀 = 0，故𝑆可视为非零𝐴/Jac(𝐴)-子模.

由于𝑀的非零𝐴/Jac(𝐴)-子模𝑆′满足Jac(𝐴)𝑆′ ⊆ Jac(𝐴)𝑀 = 0，故𝑆′也可视为非零𝐴- 子模.

因此，𝑀的𝐴-子模与𝑀的𝐴/Jac(𝐴)-子模之间有一个一一对应.

于是，𝑀是单𝐴-模当且仅当𝑀是单𝐴/Jac(𝐴)−模.

Remark. 1) 𝐴/Jac(𝐴)总是半单代数.

2) 检验𝐴-模𝑀是否为单𝐴-模只需检验半单𝐴/Jac(𝐴)-模𝑀是否为单𝐴/Jac(𝐴)-模.

习习习题题题 3.10.

设𝑆是单C[𝐺]−模，𝑈是一维C[𝐺]−模. 证明：𝑆 ⊗C[𝐺] 𝑈也是单C[𝐺]−模.

Proof. 由于𝑆是单C[𝐺]−模，故𝑆是𝐺的不可约复表示. 由于𝑈是一维C[𝐺]−模，故𝑈是𝐺的线性复表示. 由命

题3.65.(2)与命题3.76知

𝜒𝑆⊗C[𝐺]𝑈 = 𝜒𝑆 · 𝜒𝑈

是𝐺的不可约特征. 故𝑆 ⊗C[𝐺] 𝑈也是𝐺的不可约复表示. 因此，𝑆 ⊗C[𝐺] 𝑈是单C[𝐺]−模.

Remark. 1) 事实上，由于𝑈是一维C[𝐺]-模，𝑆 ⊗C[𝐺] 𝑈的子C[𝐺]-模一定具有𝑆′ ⊗C[𝐺] 𝑈的形式. 其

中，𝑆′是𝑆的子C[𝐺]-模.

2) 若𝑆也是一维C[𝐺]-模，则𝑆 ⊗C[𝐺] 𝑈还是一维C[𝐺]-模. 因此，C[𝐺]上的一维模同构类在张量积⊗C[𝐺]下

构成一个有限群 ̂︀𝐺，称为𝐺的特征群.

习习习题题题 3.11.

对于域𝐹，设sgn : 𝑆𝑛 −→ {±1} ≤ 𝐹是符号映射. 令Sig(𝐹 ) := 𝐹且

𝛾𝑎 := sgn(𝛾)𝑎, ∀𝛾 ∈ 𝑆𝑛, ∀𝑎 ∈ 𝐹.

这样，Sig(𝐹 )成为𝐹 [𝑆𝑛]-模. 证明：Sig(𝐹 )是单𝐹 [𝑆𝑛]-模.

Proof. 显然，Sig(𝐹 )是𝐹 [𝑆𝑛]-模. 若𝑀是Sig(𝐹 )的子𝐹 [𝑆𝑛]-模，则它也是域𝐹的子𝐹 -模. 因此，𝑀作为域𝐹的

理想只能是平凡理想. 故Sig(𝐹 )是单𝐹 [𝑆𝑛]-模.

Remark. 若char𝐹 = 2，则sgn : 𝑆𝑛 −→ {±1} = {1} ≤ 𝐹 . 故Sig(𝐹 )作为𝐹 [𝐺]-模同构于平凡表示𝐹 .

若char𝐹 ̸= 2，则Sig(𝐹 )作为𝐹 [𝐺]-模不同构于平凡表示𝐹 .

习习习题题题 3.12.

设𝐺是有限群，𝑘与𝐾分别是特征为𝑝, 𝑞的代数闭域且𝑝, 𝑞与|𝐺|互素. 证明：

1) 𝑘[𝐺]与𝐾[𝐺]有相同个数的不可约分量.

2) 𝐺在𝑘与𝐾上的不可约表示有相同的次数.

Proof. 1) 由定理3.59及其相关引理的证明知，将复数域C换为任意一个特征不整除|𝐺|的𝐺的分裂域𝐹，命题
都成立. 特别地，𝐹可取为代数闭域.

现在，𝑘[𝐺]与𝐾[𝐺]的不可约分量的个数𝑟都等于群𝐺的共轭类个数.

2)
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习习习题题题 3.13.

证明：𝑈是单C[𝐺]-模当且仅当它的对偶𝑈*是单C[𝐺]-模.

Proof. 1) 设𝐹是特征为零的群𝐺的分裂域，𝜒是𝐺的𝐹 -表示𝜌的特征标. 那么，𝜌不可约当且仅当(𝜒, 𝜒) = 1.

设𝜌 =
𝑟⨁︀
𝑖=1

𝑛𝑖𝜌𝑖是𝜌的不可约分解，𝜒𝑖是𝜌𝑖的特征标. 那么，𝜒 =
𝑟∑︀
𝑖=1

𝑛𝑖𝜒𝑖. 由行正交关系知

(𝜒, 𝜒) =

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖1𝐹 .

由于char𝐹 = 0，故(𝜒, 𝜒) = 1 ⇐⇒ 𝑟 = 1, 𝑛1 = 1 ⇐⇒ 𝜌不可约.

2) 由命题3.65.(3)知

(𝜒𝑈* , 𝜒𝑈*) = (𝜒𝑈 , 𝜒𝑈 ) = (𝜒𝑈 , 𝜒𝑈 ).

于是，𝑈是𝐺的不可约复表示⇐⇒ (𝜒𝑈 , 𝜒𝑈 ) = 1 ⇐⇒ (𝜒𝑈* , 𝜒𝑈*) = 1 ⇐⇒ 𝑈*是𝐺的不可约复表示. 因

此，𝑈是单C[𝐺]-模当且仅当它的对偶𝑈*是单C[𝐺]-模.

Remark. 判断不可约表示的常用方法就是做内积.

习习习题题题 3.14.

设𝜒是𝐺的不可约特征，𝜇|𝐺|是|𝐺|次单位根构成的群. 证明：

𝐻 :=
{︁
𝑔 ∈ 𝐺 :

𝜒(𝑔)

𝜒(1)
∈ 𝜇|𝐺|

}︁
▷ 𝐺.

Proof. 𝜒(𝑔)是𝜒(1)个|𝑔|次单位根之和. 若𝑔 ∈ 𝐻，则|𝜒(𝑔)| = |𝜒(1)| = 𝜒(1). 此时，这些单位根均相等. 不妨

设它们为𝜉𝑔. 由于|𝑔| | |𝐺|，故𝜉𝑔 ∈ 𝜇|𝑔| ⊆ 𝜇|𝐺|.

∀𝑔, ℎ ∈ 𝐻

𝜌(𝑔) = 𝜉𝑔𝐸, 𝜌(ℎ) = 𝜉ℎ𝐸.

故

𝜌(𝑔ℎ−1) = 𝜉𝑔𝜉
−1
ℎ 𝐸.

此时
𝜒(𝑔ℎ−1)

𝜒(1)
=
𝜒(1)𝜉𝑔𝜉

−1
ℎ

𝜒(1)
= 𝜉𝑔𝜉

−1
ℎ ∈ 𝜇|𝐺|.

故𝐻 ≤ 𝐺.

由于

𝜒(ℎ) = 𝜒(𝑔ℎ𝑔−1), ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀ℎ ∈ 𝐻.

故𝐻 ▷ 𝐺.

习习习题题题 3.15.

求𝜒的行列式. 证明：𝜒中每行的和是非负整数.
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Proof. 1) 视X =
(︀
𝜒𝑖(𝑔𝑗)

)︀
为𝑟 × 𝑟矩阵，则行正交关系给出

X

⎛⎜⎜⎝
𝑘1
|𝐺|

. . .
𝑘𝑟
|𝐺|

⎞⎟⎟⎠X
𝑇

= 𝐸𝑟.

其中，𝑘𝑖 = [𝐺 : 𝐶𝐺(𝑔𝑖)] =
|𝐺|

|𝐶𝐺(𝑔𝑖)|
. 于是

detX detX = |detX|2 =

𝑟∏︁
𝑖=1

|𝐶𝐺(𝑔𝑖)|.

现在，我们考虑detX与detX的关系. 定义𝐺的共轭类之间的置换

[𝑔] ↦−→ [𝑔−1].

显然，该置换的阶为2. 因此，它是一些互不相交的2-轮换的乘积. 在该置换下，[𝑔]的轨道中的元素个数只能

是1或2. 记元素个数是2的轨道个数为𝑙，它由𝐺唯一确定. 在该置换下，特征标表相对之前发生了𝑙次互不相

交的列对换，记为̃︀X. 显然，det ̃︀X = (−1)𝑙 detX. 由𝜒(𝑔) = 𝜒(𝑔−1)知，X = ̃︀X. 故

(−1)𝑙(detX)2 =

𝑟∏︁
𝑖=1

|𝐶𝐺(𝑔𝑖)|.

于是

detX = ±i𝑙

⎯⎸⎸⎷ 𝑟∏︁
𝑖=1

|𝐶𝐺(𝑔𝑖)|.

其中，正负号视具体表示而定.

2) 令𝑋 := 𝐺，定义𝐺对𝑋的群作用为

𝑔(𝑥) := 𝑔𝑥𝑔−1, ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑔 ∈ 𝐺.

那么，𝑋是一个𝐺-集且C[𝑋]作为C[𝐺]-模可视为群𝐺的一种表示. 显然

𝑔(𝑋) = 𝑔𝑋𝑔−1 = 𝑋, ∀𝑔 ∈ 𝐺.

因此，𝐺对𝑋的作用是一种置换.

设𝜒的某个不可约特征为𝛼，C[𝑋]的特征为𝛽. 由定理3.69知，(𝛼, 𝛽)是非负整数. 由于𝑔𝑡对𝑋的作用为置

换，因此𝑔𝑡对应的矩阵𝜌(𝑔𝑡)的每一行每一列只有一个1，其余全为零. 故

𝛽(𝑔𝑡) = tr
(︀
𝜌(𝑔𝑡)

)︀
= |{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 = 𝑔𝑡(𝑥) = 𝑔𝑡𝑥𝑔

−1
𝑡 }|

= |{𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥𝑔𝑡𝑥
−1 = 𝑔𝑡}| = |𝑋𝑔𝑡 |.

其中，𝑋𝑔𝑡是𝑋也即𝐺关于𝑔𝑡的固定子群.

显然，𝑔𝑡所在的轨道[𝑔𝑡]为𝑋(𝑔𝑡)也即𝑔𝑡的共轭类. 因此，由轨道公式知

|𝐺| = |[𝑔𝑡]||𝑋𝑔𝑡 | = 𝑘𝑡𝛽(𝑔𝑡).

故

(𝛼, 𝛽) =
1

|𝐺|
∑︁
𝑔∈𝐺

𝛼(𝑔)𝛽(𝑔) =
1

|𝐺|

𝑟∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝛼(𝑔𝑡)𝛽(𝑔𝑡) =

𝑟∑︁
𝑡=1

𝛼(𝑔𝑡)

是非负整数.
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Remark. 1) X中的每列之和是整数.

设𝐾/Q是由X中元素所确定的Galois扩张. Gal(𝐾/Q)作用在X上是行置换，因此它保持X的每列之和不变.

因此，X的每列之和是有理代数整数，从而是整数.

2) 由于群𝐺的任意特征𝜒都是其不可约特征的非负整数线性组合. 因此
𝑟∑︀
𝑡=1

𝜒(𝑔𝑡)也是非负整数.

习习习题题题 3.16.

设𝐺的阶是奇数. 证明：若𝜒是𝐺的实值不可约特征，则𝜒 = 𝜒1为主特征.

Proof. 若𝜒 ̸= 𝜒1是实值不可约特征，则由𝜒(1) | |𝐺|知𝜒(1)是奇数且

𝜒(𝑔) = 𝜒(𝑔) = 𝜒(𝑔−1), ∀𝑔 ∈ 𝐺.

由行正交关系知

(𝜒, 𝜒1) =
1

|𝐺|
∑︁
𝑔∈𝐺

𝜒(𝑔) = 0.

故

𝜒(1) = −
∑︁

𝑔∈𝐺−{1}

𝜒(𝑔).

由于|𝐺|是奇数，因此𝐺中不含二阶元，故

𝑔 ̸= 𝑔−1, ∀𝑔 ∈ 𝐺− {1}.

从而，𝐺− {1}中的元素可以按(𝑔, 𝑔−1)配对，分成两类. 记其中一类为𝐻，则

𝜒(1) = −
∑︁

𝑔∈𝐺−{1}

𝜒(𝑔) = −
∑︁
𝑔∈𝐻

𝜒(𝑔) −
∑︁
𝑔∈𝐻

𝜒(𝑔−1) = −2
∑︁
𝑔∈𝐻

𝜒(𝑔).

于是，
1

2
𝜒(1)是一些单位根的和，从而是代数整数. 但有理代数整数都是整数，故2 | 𝜒(1). 这与𝜒(1)是奇数

矛盾.

习习习题题题 3.17.

决定正五边形的二面体群

𝐷10 = ⟨𝜎, 𝜏 : 𝜎5 = 𝜏2 = 1, (𝜎𝜏)2 = 1⟩

的特征标表.

Proof. 1) 设𝐻是在𝐺中的指数为𝑚的Abel子群. 那么，群𝐺的任意不可约复表示的维数不超过𝑚.

事实上，设(𝑉, 𝜌)是𝐺的任意不可约复表示，则(𝑉, 𝜌|𝐻)是𝐻的复表示. 取𝐻的(𝑉, 𝜌|𝐻)的不可约子表示𝑈 .

因为𝐻是Abel群，故dimC 𝑈 = 1. 令𝑈 = C𝑢，𝑢 ∈ 𝐻.

𝑉 ′ = spanC{𝑔(𝑢) : 𝑔 ∈ 𝐺}.

那么，𝑉 ′是(𝑉, 𝜌)的非零子表示，从而𝑉 ′ = 𝑉.

另一方面，设𝐺 = 𝑔1𝐻 ∪ · · · ∪ 𝑔𝑚𝐻是左陪集分解. 那么

𝑉 ′ = spanC{𝑔𝑖𝑢 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}.
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故

dimC 𝑉 = dimC 𝑉
′ ≤ 𝑚.

2) 考虑二面体群

𝐷𝑛 := ⟨𝑎, 𝑏 : 𝑎𝑛 = 𝑏2 = (𝑏𝑎)2 = 1⟩.

由于𝐷𝑛含有𝑛阶循环子群⟨𝑎⟩. 由(1)知，𝐷𝑛的任意不可约复表示的次数不超过2.

𝑛 = 2𝑚. 此时，𝐷𝑛的全部一维不可约复表示只有以下四个：

𝜌1 : 𝑎 ↦−→ 1, 𝑏 ↦−→ 1,

𝜌2 : 𝑎 ↦−→ 1, 𝑏 ↦−→ −1,

𝜌3 : 𝑎 ↦−→ −1, 𝑏 ↦−→ 1,

𝜌4 : 𝑎 ↦−→ −1, 𝑏 ↦−→ −1.

剩下的不可约复表示都是二维的，它们是：

𝜏𝑙 : 𝑎 ↦−→

(︃
𝜔𝑙 0

0 𝜔−𝑙

)︃
, 𝑏 ↦−→

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝜔 = e

2𝜋
𝑛 i, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚− 1.

由于这些不可约二维复表示的特征标互不相同，因此它们是互不等价的不可约复表示. 又因为

4𝑚 = 2𝑛 = |𝐺| = 4 +

𝑚−1∑︁
𝑙=1

22 = 4 + 4(𝑚− 1).

故它们是群𝐷𝑛的全部不可约复表示. 由此得到特征标表：

1 1 𝑚 𝑚 2

1 𝑎𝑚 𝑏 𝑎𝑏 𝑎𝑘, (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚− 1)

𝜒1 1 1 1 1 1

𝜒2 1 1 −1 −1 1

𝜒3 1 (−1)𝑚 1 −1 (−1)𝑘

𝜒4 1 (−1)𝑚 −1 1 (−1)𝑘

𝜒𝜏𝑙 2 (−1)𝑙 0 0 2 cos 2𝑘𝑙𝜋
𝑛

(1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚− 1) · · · · · · · · · · · · · · ·

𝑛 = 2𝑚 + 1. 此时𝐷𝑛仅有两个一维不可约复表示，即𝜌1, 𝜌2. 其余不可约复表示均是二维的，即𝜏𝑙，1 ≤
𝑙 ≤ 𝑚. 又因为

4𝑚+ 2 = 2𝑛 = |𝐺| = 2 +

𝑚∑︁
𝑙=1

22 = 2 + 4𝑚.

故它们是群𝐷𝑛的全部不可约复表示. 由此得到特征标表：

1 𝑛 2

1 𝑏 𝑎𝑘, (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚)

𝜒1 1 1 1

𝜒2 1 −1 1

𝜒𝜏𝑙 2 0 2 cos 2𝑘𝑙𝜋
𝑛

(1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑚) · · · · · · · · ·
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3) 由(2)知，𝐷5的特征标表为：

1 5 2 2

1 𝜏 𝜎 𝜎2

𝜒1 1 1 1 1

𝜒2 1 −1 1 1

𝜒3 2 0 2 cos 2𝜋
𝑛 2 cos 4𝜋

𝑛

𝜒4 2 0 2 cos 4𝜋
𝑛 2 cos 8𝜋

𝑛

习习习题题题 3.18.

决定对称群𝑆5的特征标表.

Proof. 由𝐻 := 𝑆4的特征标表利用诱导表示求𝐺 := 𝑆5的特征标表.

𝐺共七个共轭类. 设𝜒1, · · · , 𝜒5由𝐻的特征标表给出. 对于𝑔2 = (12)，𝑔3 = (12)(34)，𝑔4 = (123)和𝑔6 =

(1234)，它们在𝐻上均只有一个共轭类，其阶数分别为6, 3, 8, 6. 于是，由命题3.107知

𝜒𝐺𝑖 (𝑔2) = 5 · 6

10
𝜒𝑖(𝑔2) = 3𝜒𝑖(𝑔2),

𝜒𝐺𝑖 (𝑔3) = 5 · 3

15
𝜒𝑖(𝑔3) = 𝜒𝑖(𝑔3),

𝜒𝐺𝑖 (𝑔4) = 5 · 8

20
𝜒𝑖(𝑔4) = 2𝜒𝑖(𝑔4),

𝜒𝐺𝑖 (𝑔6) = 5 · 6

30
𝜒𝑖(𝑔4) = 𝜒𝑖(𝑔6).

由(𝜒𝐺1 , 𝜙1) = 1，(𝜒𝐺1 , 𝜒
𝐺
1 ) = 2知𝜒𝐺1 − 𝜙1为不可约特征. 不妨设其为𝜙3.

由(𝜒𝐺1 , 𝜙2) = 1，(𝜒𝐺2 , 𝜒
𝐺
2 ) = 2知𝜒𝐺2 − 𝜙1为不可约特征且它不是𝜙3. 不妨设为𝜙4.

由

1 + 1 + 16 + 16 + 𝑓25 + 𝑓26 + 𝑓27 = 120

知

𝑓25 + 𝑓26 + 𝑓27 = 86.

由𝑓𝑖 | |𝐺|知𝑓𝑖 ̸= 7. 故𝑓5 = 5，𝑓6 = 5，𝑓7 = 6.

由(𝜒𝐺3 , 𝜒
𝐺
3 ) = 2，(𝜒𝐺3 , 𝜙3) = (𝜒𝐺3 , 𝜙4) = 0知𝜒𝐺3 = 𝜙5 + 𝜙6.

由𝜙2𝜙7 = 𝜙7知𝜙7(𝑔2) = 𝜙7(𝑔5) = 𝜙7(𝑔6) = 0.

由列正交关系知𝜙5(𝑔2) = ±1，𝜙6(𝑔2) = ∓1. 故𝜙6 = 𝜙2𝜙5.

由列正交关系可得𝜙7的全部取值.

于是，𝑆5的特征标表为：

1 10 20 15 20 30 24

1 (12) (123) (12)(34) (123)(45) (1234) (12345)

𝜒1 1 1 1 1 1 1 1

𝜒2 1 −1 1 1 −1 −1 1

𝜒3 4 2 1 0 −1 0 −1

𝜒4 4 −2 1 0 1 0 −1

𝜒5 5 1 −1 1 1 −1 0

𝜒6 5 −1 −1 1 −1 1 0

𝜒7 6 0 0 −2 0 0 1
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习习习题题题 3.19.

设𝑊是𝐹 [𝐺]-模，它由𝐹 [𝐻]-模𝑉生成且dim𝐹 𝑊 = [𝐺 : 𝐻] dim𝐹 𝑉. 证明：𝑊 ∼= Ind𝐺𝐻𝑉.

Proof. 记𝑟 := [𝐺 : 𝐻]，𝑒, 𝑔1 · · · , 𝑔𝑟−1是𝐻在𝐺中的左陪集代表元. 由条件知

𝑊 = 𝑒𝑉 ⊕ 𝑔1𝑉 ⊕ · · · ⊕ 𝑔𝑟−1𝑉, 𝑡𝑖 ∈ 𝐺−𝐻, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 − 1.

而

𝐺 = 𝑒𝐻 ⨿ 𝑔1𝐻 ⨿ · · · ⨿ 𝑔𝑟−1𝐻.

故

Ind𝐺𝐻𝑉 = 𝐹 [𝐺] ⊗𝐹 [𝐻] 𝑉 =
(︀
𝑒(𝐹 [𝐻]) ⊗𝐹 [𝐻] 𝑉

)︀
⊕
(︀
𝑔1(𝐹 [𝐻]) ⊗𝐹 [𝐻] 𝑉

)︀
⊕ · · · ⊕

(︀
𝑔𝑟−1(𝐹 [𝐻]) ⊗𝐹 [𝐻] 𝑉

)︀
∼=
(︀
𝑒⊗𝐹 [𝐻] 𝑉

)︀
⊕
(︀
𝑔1 ⊗𝐹 [𝐻] 𝑉

)︀
⊕ · · · ⊕

(︀
𝑔𝑟−1 ⊗𝐹 [𝐻] 𝑉

)︀ ∼= 𝑊.

Remark. 设𝑉是𝐹 [𝐻]-模，𝑊是包含𝑉的𝐹 [𝐺]-模. 若对任意的𝐹 [𝐺]-模𝑈以及𝜙 ∈ Hom𝐹 [𝐻](𝑉,𝑈)都可唯

一地延拓为̃︀𝜙 ∈ Hom𝐹 [𝐻](𝑊,𝑈). 那么，𝑊 ∼= Ind𝐺𝐻𝑉. 这时，我们称𝑊对于𝑉是相对𝐻-自由的. 当𝐻为𝐺 的

平凡子群时，即为习题3.5.

习习习题题题 3.20.

作为𝐹 -线性空间，Hom𝐹 [𝐻](Res𝐺𝐻𝑈, 𝑉 ) −→ Hom𝐹 [𝐺](𝑈, Ind𝐺𝐻𝑉 )

𝜙 ↦−→
(︁
𝑢 ↦→

∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜙(𝑡−1𝑢)
)︁

是同构映射. 其中，𝑇是由𝐻在𝐺中的左陪集代表元构成的集合.

Proof. 1) 映射的合理性.

∀𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑈，由于𝜙 ∈ Hom𝐹 [𝐻](Res𝐺𝐻𝑈, 𝑉 )，故𝑢1 + 𝑢2的像为∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜙(𝑡−1𝑢1 + 𝑡−1𝑢2) =
∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] [𝜙(𝑡−1𝑢1) + 𝜙(𝑡−1𝑢2)]

=
∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜙(𝑡−1𝑢1) +
∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜙(𝑡−1𝑢2).

∀𝑔 ∈ 𝐺，存在𝑡0 ∈ 𝑇使得𝑔 = 𝑡0ℎ ∈ 𝑡𝐻. 由于𝜙 ∈ Hom𝐹 [𝐻](Res𝐺𝐻𝑈, 𝑉 )，故𝑔𝑢的像为∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜙(𝑡−1𝑡0ℎ𝑢) =
∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] ℎ𝜙(𝑡−1𝑡0𝑢)

=𝑔
∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡−1
0 𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜙(𝑡−1𝑡0𝑢)

=𝑔
∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜙(𝑡−1𝑢).
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显然，
∑︀
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜙(𝑡−1𝑢) ∈ Ind𝐺𝐻𝑉 . 结合分配律知，映射

𝑢 ↦−→
∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜙(𝑡−1𝑢)

是𝐹 [𝐺]-线性的. 故映射的定义是合理的.

2) 𝐹 -线性同构.

显然，该映射是𝐹 -线性的.

由im𝜙 ⊆ 𝑉知

𝜙(𝑡−1𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆
(𝑡)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖, ∀𝑢 ∈ 𝑈, ∀𝑡 ∈ 𝑇.

其中，𝑒1, · · · , 𝑒𝑛是𝐹 -线性空间𝑉的一组基. 若

0 =
∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜙(𝑡−1𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝜆
(𝑡)
𝑖 (𝑢)(𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝑒𝑖), ∀𝑢 ∈ 𝑈.

那么

𝜆
(𝑡)
𝑖 (𝑢) ≡ 0, ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, ∀𝑡 ∈ 𝑇, ∀𝑢 ∈ 𝑈.

故𝜙 ≡ 0. 因此，该映射为单射.

若𝑓 ∈ Hom𝐹 [𝐺](𝑈, Ind𝐺𝐻𝑉 )，则

𝑓(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝜆
(𝑡)
𝑖 (𝑢)(𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝑒𝑖) =

𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜆
(𝑡)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖.

令𝜙 : Res𝐺𝐻𝑈 −→ 𝑉

𝜙(𝑢) = 𝜋 ∘ 𝑓(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆
(1)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖.

其中，𝜋 : Ind𝐺𝐻𝑉 −→ 𝑉为典范投射. 由

𝑓(𝑡−1
0 𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜆
(𝑡)
𝑖 (𝑡−1

0 𝑢)𝑒𝑖,

𝑡−1
0 𝑓(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡−1
0 𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜆

(𝑡)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜆
(𝑡0𝑡)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖

知

𝜙(𝑡−1
0 𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆
(𝑡0)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖, ∀𝑡0 ∈ 𝑇, ∀𝑢 ∈ Res𝐺𝐻𝑈.

特别地

𝑓(ℎ𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑡∈𝑇

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜆
(𝑡)
𝑖 (ℎ𝑢)𝑒𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

1 ⊗𝐹 [𝐻] 𝜆
(1)
𝑖 (ℎ𝑢)𝑒𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑡∈𝑇−{1}

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜆
(𝑡)
𝑖 (ℎ𝑢)𝑒𝑖,

ℎ𝑓(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ⊗𝐹 [𝐻] 𝜆
(1)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖 + ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑡∈𝑇−{1}

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜆
(𝑡)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖

=

𝑛∑︁
𝑖=1

1 ⊗𝐹 [𝐻] ℎ𝜆
(1)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖 + ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑡∈𝑇−{1}

𝑡⊗𝐹 [𝐻] 𝜆
(𝑡)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖.
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故

𝜙(ℎ𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆
(1)
𝑖 (ℎ𝑢)𝑒𝑖 = ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆
(1)
𝑖 (𝑢)𝑒𝑖 = ℎ𝜙(𝑢), ∀ℎ ∈ 𝐻, ∀𝑢 ∈ Res𝐺𝐻𝑈.

因此，𝜙 ∈ Hom𝐹 [𝐻](Res𝐺𝐻𝑈, 𝑉 )且是𝑓的原像. 从而，该映射为满射.

Remark. 此题目与习题3.7.(2)有些相似.

习习习题题题 3.21.

设𝑝, 𝑞为素数且𝑝 ≡ 1 mod 𝑞. 证明：存在唯一的𝑝𝑞阶非Abel群𝐺并求它的特征标表.

Proof. 1) 乘法群Z*
𝑝是循环群.

存在𝑛 ∈ N使得
𝑛𝑝−1 ≡ 1 mod 𝑝, 𝑛𝑟 ̸= 1 mod 𝑝, ∀0 < 𝑟 < 𝑝− 1.

2) 若𝑞 | 𝑝− 1，则Z*
𝑝中存在𝑞阶元素𝑢 ∈ N使得

𝑢𝑞 ≡ 1 mod 𝑝, 𝑢𝑟 ̸= 1 mod 𝑝, ∀0 < 𝑟 < 𝑞.

3) 𝐺 ∼= 𝐹𝑝,𝑞.

𝐹𝑝,𝑞 := {𝑎, 𝑏 : 𝑎𝑝 = 𝑏𝑞 = 1, 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎𝑢}.

其中，𝑢在Z*
𝑝中的阶为𝑞.

由Sylow定理，𝐺存在一个𝑝阶正规子群𝐻 C𝐺. 显然，𝐻,𝐺/𝐻是𝑝, 𝑞阶循环群.

不妨设

𝐻 = ⟨𝑎⟩, 𝐺/𝐻 = ⟨𝐻𝑏⟩.

此时，𝐺由𝑎, 𝑏 生成. 由于𝐺不是Abel群，故𝑝𝑞不是𝑏的阶，而𝑏𝑞 ∈ 𝐻，故𝑏的阶是𝑞. 又因为𝐻 C 𝐺，存

在𝑢 ∈ N使得
𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎𝑢.

特别地

𝑎 = 𝑏−𝑞𝑎𝑏𝑞 = 𝑏−(𝑞−1)𝑎𝑢𝑏𝑞−1 = · · · = 𝑎𝑢
𝑞

.

故𝑢 ≡ 1 mod 𝑝. 因此，𝑢在Z*
𝑝中的阶为𝑞或1.

|𝑢| = 1时，由𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎知，𝐺是Abel群. 这就产生了矛盾. 故𝑢在Z*
𝑝中的阶为𝑞.

4) 𝐹𝑝,𝑞的非平凡共轭类为

(𝑎𝑣𝑖)𝐺 := {𝑎𝑣𝑖𝑠 : 𝑠 ∈ 𝑆}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟,

(𝑏𝑛)𝐺 := {𝑎𝑚𝑏𝑛 : 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑝− 1}, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑞 − 1.

其中，𝑆是包含𝑢的Z*
𝑝的𝑞阶子群，𝑟 := [Z*

𝑝 : 𝑆]，𝑣1, · · · , 𝑣𝑟 ∈ Z*
𝑝是𝑆在Z*

𝑝中的𝑟个陪集代表元.

由(3)知

𝑏−𝑗𝑎𝑣𝑏𝑗 = 𝑎𝑣𝑢
𝑗

.

由此可知𝑎𝑣𝑖的共轭类至少包含{𝑎𝑣𝑖𝑠 : 𝑠 ∈ 𝑆}中的𝑞个元素. 又因为⟨𝑎⟩ ≤ 𝐶𝐺(𝑎𝑣𝑖) ≤ 𝐺，故

[𝐺 : 𝐶𝐺(𝑎𝑣𝑖)] ≤ [𝐺 : ⟨𝑎⟩] = 𝑞.

于是，𝑎𝑣𝑖的共轭类中元素个数为[𝐺 : 𝐶𝐺(𝑎𝑣𝑖)] = 𝑞.
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同理，由⟨𝑏⟩ ≤ 𝐶𝐺(𝑏𝑛) ≤ 𝐹𝑝,𝑞知

|⟨𝑏⟩| | |𝐶𝐺(𝑏𝑛)| | 𝑝𝑞.

因此

|𝐶𝐺(𝑏𝑛)| = 𝑞, ∀𝑛 ̸= 0 mod 𝑞.

于是，𝑏𝑛的共轭类中元素个数为[𝐺 : 𝐶𝐺(𝑏𝑛)] = 𝑝. 由于𝐺/⟨𝑎⟩是𝑞阶Abel群，因此𝑏𝑛的共轭类都具有𝑎𝑚𝑏𝑛的

形式.

5) 由(4)知𝐹𝑝,𝑞共有𝑞 + 𝑟个共轭类，因此有𝑞 + 𝑟个不可约特征. 显然，𝐺的换位子群为𝐺′ = ⟨𝑎⟩. 因
此，|𝐺/𝐺′| = 𝑞. 故𝐺的线性特征共𝑞个，它们是

𝜒𝑛(𝑎𝑥𝑏𝑦) = e
2𝜋i𝑛𝑦

𝑞 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑝− 1, 0 ≤ 𝑦, 𝑛 ≤ 𝑞 − 1.

接下来，只需说明𝐺恰好有𝑟个𝑞维不可约特征即可.

显然，⟨𝑎⟩的𝑝个线性特征为
𝜓𝑣(𝑎

𝑥) = 𝜀𝑣𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑝− 1.

其中，𝜀 := e
2𝜋i
𝑝 ，𝑣 ∈ Z*

𝑝. 我们来计算它们在𝐺中的诱导特征

𝜓𝐺𝑣 (𝑎𝑥𝑏𝑦) = 0, 1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑞 − 1,

𝜓𝐺𝑣 (𝑎𝑥) =
∑︁
𝑠∈𝑆

[𝐺 : ⟨𝑎⟩] 1
𝑞
𝜀𝑣𝑠𝑥 =

∑︁
𝑠∈𝑆

𝜀𝑣𝑠𝑥.

由于𝜓𝐺𝑣 (1) = |𝑆| = 𝑞，故𝜓𝐺𝑣 是𝐺的𝑞维复表示. 又因为

𝜓𝐺𝑣 = 𝜓𝐺𝑠𝑣, ∀𝑠 ∈ 𝑆.

因此，互不相同的𝜓𝐺𝑣 共𝑟个. 令

𝜙𝑗 := 𝜓𝐺𝑣𝑗 .

只需证明，𝜙𝑗是𝐺的不可约复表示.

由定理3.104知

(𝜙𝑗 |⟨𝑎⟩, 𝜓𝑣𝑗𝑠)⟨𝑎⟩ = (𝜙𝑗 , 𝜓
𝐺
𝑣𝑗𝑠)𝐺 = (𝜙𝑗 , 𝜙𝑗)𝐺.

因此

𝜙|⟨𝑎⟩ = (𝜙𝑗 , 𝜙𝑗)𝐺
∑︁
𝑠∈𝑆

𝜓𝑣𝑗𝑠 + 𝜒.

其中，𝜒或者为零，或者为⟨𝑎⟩的特征. 故

𝜙𝑗(1) ≥ |𝑆|(𝜙𝑗 , 𝜙𝑗)𝐺.

由于𝜙𝑗(1) = 𝑞 = |𝑆|，故(𝜙𝑗 , 𝜙𝑗)𝐺 = 1. 因此，𝜙𝑗是𝐺的不可约特征且

𝜙|⟨𝑎⟩ = (𝜙𝑗 , 𝜙𝑗)𝐺
∑︁
𝑠∈𝑆

𝜓𝑣𝑗𝑠.

由于𝜓𝑣线性无关，因此

𝜙1|⟨𝑎⟩, , 𝜙𝑟|⟨𝑎⟩

各不相同. 从而

𝜙1, · · · , 𝜙𝑟

各不相同.
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注意到

𝑝𝑞 = |𝐹𝑝,𝑞| =

𝑞∑︁
𝑛=1

𝜒2
𝑛(1) +

𝑟∑︁
𝑗=1

𝜙2
𝑗 (1) = 𝑞 +

𝑝− 1

𝑞
𝑞2 = 𝑞 + (𝑝− 1)𝑞.

故

𝜒1, · · · , 𝜒𝑞, 𝜙1, · · · , 𝜙𝑟

是𝐹𝑝,𝑞的𝑞 + 𝑟个全部不可约特征.

习习习题题题 3.22.

令𝜓 : 𝐺 −→ C
𝜓(𝑔) :=

⃒⃒
{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺×𝐺 : [𝑥, 𝑦] = 𝑔}

⃒⃒
.

证明

𝜓 :=

𝑟∑︁
𝑖=1

|𝐺|
𝜒𝑖(1)

𝜒𝑖.

从而，𝜓是𝐺的一个特征.

Proof.

Remark. 特别地，𝑔 ∈ 𝐺是换位子当且仅当

𝑟∑︁
𝑖=1

𝜒𝑖(𝑔)

𝜒𝑖(1)
̸= 0.

习习习题题题 3.23.

试讲交错群𝐴4中所有不可约特征在𝐴5上的诱导特征分解为𝐴5上不可约特征之和的形式.

Proof. 1) 𝐴4的特征标表.

1 4 4 3

(1) (123) (132) (12)(34)

𝜒1 1 1 1 1

𝜒2 1 𝜔 𝜔2 1

𝜒3 1 𝜔2 𝜔 1

𝜒4 3 0 0 −1

其中，𝜔 =
−1 +

√
3i

2
.

2) 𝐴5的特征标表.

1 15 20 12 12

(1) (12)(34) (123) (12345) (13524)

𝜙1 1 1 1 1 1

𝜙2 4 0 1 −1 −1

𝜙3 5 1 −1 0 0

𝜙4 3 −1 0 1+
√
5

2
1−

√
5

2

𝜙5 3 −1 0 1−
√
5

2
1+

√
5

2
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3) 限制特征.

1 4 4 3

(1) (123) (132) (12)(34)

𝜙1|𝐴4
1 1 1 1

𝜙2|𝐴4 4 1 1 0

𝜙3|𝐴4 5 −1 −1 1

𝜙4|𝐴4 3 0 0 −1

𝜙5|𝐴4
3 0 0 −1

4) 由定理3.104

𝜒𝐺𝑖 =

5∑︁
𝑗=1

(𝜒𝐺𝑖 , 𝜙𝑗)𝐴5
𝜙𝑗 =

5∑︁
𝑗=1

(𝜒𝑖, 𝜙𝑗 |𝐴4
)𝐴4

𝜙𝑗 .

故

𝜒𝐺1 = 𝜙1 + 𝜙2.

𝜒𝐺2 = 𝜒𝐺3 = 𝜙3

𝜒𝐺4 = 𝜙2 + 𝜙3 + 𝜙4 + 𝜙5.

习习习题题题 3.24.

设𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. 证明：𝑥, 𝑦共轭当且仅当对𝐺的所有不可约特征𝜒，都有𝜒(𝑥) = 𝜒(𝑦).

Proof. =⇒) 由于𝐺的所有不可约特征𝜒都是类函数，故𝜒(𝑥) = 𝜒(𝑦).

⇐=) 若𝑥, 𝑦不共轭，由定理3.77知

0 =

𝑟∑︁
𝑡=1

𝜒𝑡(𝑥)𝜒𝑡(𝑦) =

𝑟∑︁
𝑡=1

𝜒𝑡(𝑥)𝜒𝑡(𝑥) = |𝐶𝐺(𝑋)|.

这就产生了矛盾.

Remark. 𝐺的不可约特征是类函数空间的一组基，因此𝜒(𝑥) = 𝜒(𝑦)意味着𝑥, 𝑦在任意类函数上的取值都

相同. 考虑类函数𝑓，它在𝑥的共轭类上取值为1，其余地方取值为零. 那么，𝑓(𝑦) = 1. 故𝑥, 𝑦在同一共轭类

之中.

习习习题题题 3.25.

设𝐻是群𝐺的指数为2的正规子群，𝜌 : 𝐺 −→ GL(𝑉 )为𝐺的表示. 令𝜌′ : 𝐺 −→ GL(𝑉 )

𝜌′(𝑔) :=

{︃
𝜌(𝑔), 𝑔 ∈ 𝐻,

−𝜌(𝑔), 𝑔 /∈ 𝐻.

证明：

1) 𝜌′是𝐺的表示.

2) 𝜌, 𝜌′与𝜌|𝐻有何关系.

132



Algebra Solution

Proof. 1) 只需证明：𝜌′是群同态.

若ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻，则ℎ1ℎ2 ∈ 𝐻，故

𝜌′(ℎ1, ℎ2) = 𝜌(ℎ1ℎ2) = 𝜌(ℎ1)𝜌(ℎ2) = 𝜌′(ℎ1)𝜌′(ℎ2).

若𝑔 ∈ 𝐺−𝐻,ℎ ∈ 𝐻，则𝑔ℎ ∈ 𝐺−𝐻，故

𝜌′(𝑔ℎ) = −𝜌(𝑔ℎ) = −𝜌(𝑔)𝜌(ℎ) = 𝜌′(𝑔)𝜌(ℎ).

若𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺−𝐻，由[𝐺 : 𝐻] = 2知𝑔1 = 𝑔2 ∈ 𝐺/𝐻，从而𝑔1𝑔2 ∈ 𝐻. 故

𝜌′(𝑔1𝑔2) = 𝜌(𝑔1𝑔2) =
(︀
− 𝜌(𝑔1)

)︀(︀
− 𝜌(𝑔2)

)︀
= 𝜌′(𝑔1)𝜌′(𝑔2).

2)

(𝜌|𝐻)𝐺 = 𝜌+ 𝜌′.

习习习题题题 3.26.

证明：

|𝐶𝐺(𝑔)| =

𝑟∑︁
𝑖=1

|𝜒𝑖(𝑔)|2.

其中

𝐶𝐺(𝑔) := {ℎ ∈ 𝐺 : ℎ𝑔 = 𝑔ℎ}

是𝑔 ∈ 𝐺的中心化子.

Proof. 在定理3.77中令𝑔𝑖 = 𝑔𝑗 = 𝑔，此时𝑖 = 𝑗. 故

|𝐶𝐺(𝑔)| =

𝑟∑︁
𝑖=1

|𝜒𝑖(𝑔)|2.

习习习题题题 3.27.

设𝜌 : 𝐺 −→ GL𝑛(C)是群𝐺的表示. 证明：

1) 𝜌* : 𝐺 −→ GL𝑛(C)

𝑔 ↦−→ 𝜌(𝑔−1)𝑇

是𝐺的表示. 此表示称为𝜌的逆步表示(Contragredient Representation).

2) 𝜒𝜌*(𝑔) = 𝜒𝜌(𝑔)

Proof. 1) 只需证明：𝜌*是群同态.

∀𝑔1𝑔2 ∈ 𝐺

𝜌*(𝑔1𝑔2) = 𝜌(𝑔−1
2 𝑔−1

1 )𝑇 = 𝜌(𝑔−1
1 )𝑇 𝜌(𝑔−1

2 )𝑇 = 𝜌*(𝑔1)𝜌*(𝑔2).

2) 由𝜒的定义及命题3.64.(3)知

𝜒𝜌*(𝑔) = 𝜒𝜌(𝑔
−1) = 𝜒𝜌(𝑔).
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习习习题题题 3.28.

证明：存在不可约表示𝜌 : 𝑄 −→ GL2(C)使得其中

𝜎 ↦−→

(︃
i 0

0 −i

)︃
, 𝜏 ↦−→

(︃
0 1

−1 0

)︃
.

𝑄 := ⟨𝜎, 𝜏 : 𝜎4 = 1, 𝜎2 = 𝜏2, 𝜏𝜎𝜏−1 = 𝜎−1⟩ = {±1,±𝜎,±𝜏,±𝜎3}

是Hamilton四元数群.

Proof. 显然，𝜌是群同态. 此表示即为习题3.1中的Remark所提到的Hamilton四元数群的复表示.

下证其不可约

(𝜌, 𝜌) =
1

8
(22 + (−2)2 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0) = 1.

习习习题题题 3.29.

设𝜌 : 𝐺 −→ GL(𝑉 )和𝜌′ : 𝐺 −→ GL(𝑊 )是群𝐺的两种表示.

1) 证明：𝜌⊗ 𝜌′ : 𝐺 −→ GL(𝑉 ⊗𝑊 )

(𝜌⊗ 𝜌′)(𝑔) = 𝜌(𝑔) ⊗ 𝜌′(𝑔)

是群𝐺的表示.

2) 求𝜌⊗ 𝜌′的特征.

Proof. 1) 只需验证𝜌⊗ 𝜌′是群同态.

∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺

𝜌⊗ 𝜌′(𝑔1𝑔2) = 𝜌(𝑔1𝑔2) ⊗ 𝜌′(𝑔1𝑔2)

=
(︀
𝜌(𝑔1)𝜌(𝑔2)

)︀
⊗
(︀
𝜌′(𝑔1)𝜌′(𝑔2)

)︀
=
(︀
𝜌(𝑔1) ⊗ 𝜌′(𝑔1)

)︀(︀
𝜌(𝑔2) ⊗ 𝜌′(𝑔2)

)︀
= (𝜌⊗ 𝜌′)(𝑔1)(𝜌⊗ 𝜌′)(𝑔2).

2) 由命题3.65.(2)知

𝜒𝜌⊗𝜌′ = 𝜒𝜌𝜒𝜌′ .
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